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RESUMO
SCHMIDT, Elvis. O ENSINO DE GEOMETRIA PROJETIVA NA EDUCAC¸A˜O BA´SICA:
UMA PROPOSTA PARA APREENSA˜O DO CONHECIMENTO DO MUNDO TRIDIMEN-
SIONAL. 92 f. Dissertac¸a˜o – Programa de Mestrado Profissional em Matema´tica em Rede
Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnolo´gica Federal do Parana´. Curitiba, 2015.
Na busca por uma melhor representac¸a˜o da realidade tridimensional, as Geometrias na˜o-
Euclidianas oferecem uma alternativa ao euclidianismo cla´ssico e um dos destaques e´ a Geometria
Projetiva. Assim, o objetivo deste trabalho e´, atrave´s de ilustrac¸o˜es, contribuir para a assimilic¸a˜o
de definic¸o˜es como perspectiva, projec¸a˜o e o princı´pio da dualidade. E, a partir de resultados
importantes como o Teorema de Desargues, o Teorema de Pappus e o Teorema de Pascal, quere-
mos facilitar a compreensa˜o e a visualizac¸a˜o de algumas das te´cnicas de perspectiva que podem
ser adaptadas para o uso na sala de aula pelos professores da Educac¸a˜o Ba´sica. A aplicac¸a˜o
de uma oficina de Geometria Projetiva em uma turma do 6º ano do Ensino Fundamental e a
avaliac¸a˜o dos resultados revelaram que o tema pode ser desenvolvido de maneira promissora
com os estudantes na Educac¸a˜o Ba´sica, obtendo uma melhor compreensa˜o do objeto real e
associando-o ao conteu´do matema´tico envolvido.
Palavras-chave: Ensino de Geometria, Geometrias na˜o-Euclidianas, Perspectiva, Geometria
Projetiva, Teorema de Desargues, Teorema de Pascal
ABSTRACT
SCHMIDT, Elvis. THE TEACHING OF PROJECTIVE GEOMETRY IN BASIC EDUCATION:
A PROPOSAL FOR ACQUISITION OF KNOWLEDGE OF THE THREE-DIMENSIONAL
WORLD. 92 f. Dissertac¸a˜o – Programa de Mestrado Profissional em Matema´tica em Rede
Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnolo´gica Federal do Parana´. Curitiba, 2015.
In search for a better representation of three-dimensional reality, non-Euclidean Geometries offer
an alternative to the classic euclidianism and the Projective Geometry is one of the highlights. The
purpose of this word is contribute to the assimilation of definitions such as perspective, projection,
and the principle of duality, through illustrations. And, from important results as Desargues’
Theorem, Pappus’ Theorem and Pascal’s Theorem, we want to facilitate understanding and
viewing some of the perspective techniques that can be adapted for use in classroom by Basic
Education teachers. The application of a workshop of Projective Geometry in a class of 6th grade
of elementary school and the evaluation of the results revealed that the theme can be developed
in a promising way with students in basic education, getting a better comprehension of the real
object and associating it to the mathematical content involved.
Keywords: Geometry Teaching, Non-Euclidean Geometries, Perspective, Projective Geometry,
Desargues’ Theorem, Pascal’s Theorem
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1 INTRODUC¸A˜O
1.1 ESCOLHA DO TEMA
Em conversas informais com professoras dos anos iniciais do Ensino Fundamental, as
mesmas relatam com frequeˆncia a grande dificuldade dos alunos no aprendizado de conteu´dos
matema´ticos nas mais distintas a´reas, inclusive Geometria. Segundo elas, os alunos enfrentam
barreiras na compreensa˜o de espac¸o e forma e dificilmente elaboram desenhos que apresentam a
noc¸a˜o de profundidade.
Os Paraˆmetros Curriculares Nacionais (PCNs) - 1ª a 4ª Se´rie (BRASIL, 1997, p. 81)
afirmam que o espac¸o geome´trico conhecido pela crianc¸a e´ o espac¸o perceptivo, ou seja, aquilo
que e´ visto e percebido, mas e´ justamente nesta a´rea que se encontram as dificuldades.
Algo semelhante observou-se nas aulas do 3º ano do Ensino Me´dio, com os alunos
achando complicado representar os so´lidos geome´tricos. Alguns deles ate´ possuem certa fa-
cilidade na interpretac¸a˜o dos enunciados dos exercı´cios, pore´m apresentam problemas para
desenha´-los e ha´ aqueles que afirmam que na˜o conseguem resolver os problemas porque na˜o
entendem os objetos ou so´lidos descritos, ou seja, na˜o ha´ compreensa˜o espacial e de sua
representac¸a˜o para esses alunos.
A`s vezes, os profissionais da a´rea de Matema´tica tambe´m apresentam dificuldades
quando ha´ a necessidade de desenhar os referidos objetos no quadro negro.
Assim, e´ evidente a necessidade de que professores e alunos adquiram conhecimentos e
desenvolvam habilidades que possibilitem e facilitem a interpretac¸a˜o e a elaborac¸a˜o de desenhos
em perspectiva, ale´m da visualizac¸a˜o dos conceitos matema´ticos envolvidos.
Ainda, surgem indagac¸o˜es da observac¸a˜o de Feiras de Cieˆncias e de Matema´tica de
escolas pu´blicas, onde geralmente os trabalhos que relacionam Arte e Matema´tica se limitam a
atividades de desenhos com a utilizac¸a˜o de formas geome´tricas: A Matema´tica na Arte limita-se
ao desenho de figuras poligonais e circulares? O lugar da Matema´tica na arte reduz-se a`s medidas
e a`s formas?
A Geometria Projetiva certamente poderia preencher determinadas lacunas na formac¸a˜o
escolar e responder algumas dessas perguntas. Trata-se de um importante tema, que pode
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promover uma formac¸a˜o mais ampla e significativa aos estudantes.
Esta dissertac¸a˜o pretende tambe´m contribuir para responder a seguinte questa˜o: Como
inserir a Geometria Projetiva no contexto da Educac¸a˜o Ba´sica de maneira apropriada a docentes
e estudantes?
1.2 JUSTIFICATIVA
A abordagem escolar de algumas Geometrias na˜o-Euclidianas, como a Geometria
Projetiva, por exemplo, ja´ foi amplamente difundida no Brasil. Segundo Zuin (2002, p. 1-7),
o ensino de construc¸o˜es geome´tricas, inclusive com utilizac¸a˜o de te´cnicas de perspectiva, foi
gradativamente abandonado a partir da de´cada de 1960 e muitos dos livros dida´ticos destinados
ao assunto deixaram de ser editados e impressos.
Na de´cada de 1990, com a elaborac¸a˜o dos PCNs, evidenciou-se a necessidade da
retomada, ou melhor, da reconstruc¸a˜o do ensino das construc¸o˜es geome´tricas vinculado a`
disciplina de Matema´tica e a consequente necessidade de abordagem de conceitos provenientes
das Geometrias na˜o-Euclidianas, entre elas a Geometria Projetiva.
Os Paraˆmetros Curriculares Nacionais - terceiro e quarto ciclos do Ensino Fundamental
(PCNs-EF) (BRASIL, 1998, p. 51) afirmam que o estudo dos conceitos geome´tricos possibilitam
a` crianc¸a o desenvolvimento de habilidades que lhe permitem compreender, descrever e represen-
tar o mundo em que vive. Ale´m disso, a explorac¸a˜o de objetos do mundo fı´sico, pinturas, obras
de arte, desenhos e esculturas, por exemplo, permite aos alunos estabelecer conexo˜es entre a
Matema´tica e outras a´reas do conhecimento. O mesmo documento ressalta ainda que o estudo da
Geometria desperta o interesse de adolescentes e jovens, tornando-se propı´cio para a aplicac¸a˜o
de situac¸o˜es problema (BRASIL, 1998, p. 122).
A inclusa˜o do ensino de Geometria Projetiva na Educac¸a˜o Ba´sica apoia-se nas Diretrizes
Curriculares da Educac¸a˜o Ba´sica: Matema´tica do Estado do Parana´ (DCEBs-PR) (PARANA,
2008, p. 55-57), que inclui o tema “geometrias na˜o-euclidianas” no currı´culo da disciplina de
Matema´tica, bem como nos PCNs-EF, que as consideram como uma quebra de paradigmas
diante da multiplicidade de sistemas matema´ticos possı´veis (BRASIL, 1998, p.25).
Ainda, as DCEBs-PR (PARANA, 2008, p. 31) tratam continuamente da necessidade
de trazer para o contexto educacional temas da atualidade e que possuam relevaˆncia para os
alunos. Nesse sentido, o ensino da Geometria Projetiva constitui uma possibilidade promissora.
Enquanto a Geometria Euclidiana, frequentemente a u´nica abordada no contexto escolar, se
interessa pelo mundo real no qual vivemos, a Geometria Projetiva interessa-se pelo mundo como
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e´ visto e estuda as propriedades visuais dos objetos (WATERMANN; FRANCO, 2008, p. 3).
No contexto do PROFMAT, o trabalho de (GONCALVES, 2013) trata tambe´m da
aplicac¸a˜o da Geometria Projetiva a` Educac¸a˜o Ba´sica. Pore´m, a presente dissertac¸a˜o procura
fundamentar a perspectiva por meio da Geometria Projetiva com o auxı´lio de ilustrac¸o˜es que
permitem aos professores uma maior compreensa˜o dos temas e a sua vinculac¸a˜o com o que
pode ser aplicado em sala de aula. Ale´m disso, um estudo baseado em quadros comparativos da
produc¸a˜o gra´fica dos alunos antes e depois das aulas teo´ricas da Oficina (capı´tulo 4) propiciam a
verificac¸a˜o da efica´cia da aplicac¸a˜o do tema a` Educac¸a˜o Ba´sica.
1.3 OBJETIVOS
1.3.1 OBJETIVO GERAL
• Empregar a Geometria Projetiva em seu aspecto visuo-espacial como instrumento na
aprendizagem de conceitos matema´ticos.
1.3.2 OBJETIVOS ESPECI´FICOS
• Apresentar breve sı´ntese histo´rica do desenvolvimento da Geometria Projetiva.
• Indicar definic¸o˜es da Geometria Projetiva com vistas a` sua aplicac¸a˜o na Educac¸a˜o Ba´sica.
• Sugerir demonstrac¸o˜es de teoremas da Geometria Projetiva, de forma ilustrativa, como
base para sua compreensa˜o.
• Aplicar, em uma oficina, uma sequeˆncia de atividades dida´ticas no 6º ano do Ensino
Fundamental e analisar os resultados obtidos.
• Apontar possı´veis aplicac¸o˜es da Geometria Projetiva na Educac¸a˜o Ba´sica.
1.4 METODOLOGIA
A presente dissertac¸a˜o apresenta uma pesquisa bilbiogra´fica sobre a histo´ria da Geome-
tria Projetiva, bem como seus principais conceitos, definic¸o˜es e teoremas, apresentados de forma
ilustrativa.
Com o objetivo de averiguar dificuldades e contribuir para mostrar a importaˆncia do uso
da Geometria Projetiva na Educac¸a˜o Ba´sica, foi aplicada uma sequeˆncia dida´tica com os alunos
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do 6º ano da Escola Municipal de Ensino Fundamental Professora Gertrudes Steilein Milbratz,
em Jaragua´ do Sul, Santa Catarina.
Um estudo comparativo entre a capacidade dos alunos em representar objetos e ambien-
tes tridimensionais no plano foi realizado, tendo como refereˆncia as aulas sobre perspectiva.
1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO
Neste capı´tulo, Introduc¸a˜o, e´ apresentada a escolha do tema, com a definic¸a˜o dos
objetivos geral e especı´ficos, e a metodologia utilizada no desenvolvimento deste trabalho.
No Capı´tulo 2 e´ apresentado um breve histo´rico sobre o desenvolvimento da Geometria
Projetiva, desde os antigos gregos ate´ sua sistematizac¸a˜o axioma´tica no final do se´culo XIX; sa˜o
identificadas algumas geometrias na˜o-euclidianas como a Geometria Hiperbo´lica, a Geometria
Elı´ptica, a Geometria do Fractal e a Geometria Descritiva. Enta˜o, a Geometria Projetiva, enquanto
Geometria na˜o-Euclidiana e´ definida por meio da estruturac¸a˜o dos diferentes tipos de perspectiva.
No Capı´tulo 3 e´ estabelecida a relac¸a˜o entre a Geometria Projetiva e a Geometria
Euclidana. Em seguida, a descric¸a˜o dos axiomas do plano projetivo e definic¸o˜es importantes
como perspectividade e projetividade sa˜o apresentadas, bem como os principais teoremas.
O Capı´tulo 4 descreve a oficina de Geometria Projetiva que foi aplicada na Educac¸a˜o
Ba´sica e a ana´lise dos resultados obtidos.
Para finalizar o trabalho, o Capı´tulo 5, Considerac¸o˜es Finais, aponta a escassez de
material sobre o assunto voltado a` Educac¸a˜o Ba´sica, e tambe´m a preocupac¸a˜o de alguns autores.
Discorre ainda, sobre a importaˆncia da ilustrac¸a˜o na demonstrac¸a˜o de teoremas e o eˆxito obtido
na oficina e os seus desdobramentos.
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2 A GEOMETRIA PROJETIVA
O presente capı´tulo e´ destinado a um breve histo´rico sobre a Geometria Projetiva, seu
desenvolvimento e sua caracterizac¸a˜o como Geometria na˜o-Euclidiana, com enfoque especial na
perspectiva.
2.1 SI´NTESE HISTO´RICA
Por volta do se´culo V a.C. as representac¸o˜es teatrais dos gregos necessitavam de cena´rios
realı´sticos. Para realizar a tarefa de projeta´-los, contavam com a ajuda de geoˆmetras, que ja´
sabiam que projec¸o˜es de figuras e superfı´cies do espac¸o tridimensional no plano necessitavam de
te´cnicas para obter os efeitos deseja´veis.
Os antigos geoˆmetras gregos baseavam-se em seus conhecimentos sobre a propagac¸a˜o da
luz em linha reta. Estudando os fenoˆmenos luminosos, Demo´crito (460-370 a.C.) e Anaxa´goras
(500-428 a.C.) chegaram a publicar uma teoria da perspectiva. Ate´ mesmo Euclides (300-? a.C.)
dedicou-se ao estudo de alguns problemas o´pticos, nos quais admitia que os raios de luz saı´am
dos olhos do observador, formando as geratrizes de um cone (SANTOS; GUEDES, 2007, p. 2).
Pappus (290-350 a. C.) ja´ havia descoberto algumas proposic¸o˜es na˜o-me´tricas descritas
no teorema que leva seu nome, pore´m o desenvolvimento da Geometria Projetiva ocorreu de
fato apenas durante o Renascimento. Nesse perı´odo, muitos artistas queriam produzir imagens
que representassem fielmente os objetos como eles sa˜o captados pela visa˜o humana (WU, 2006,
p. 77).
Na Idade Me´dia, as pinturas na˜o representavam a realidade como ela e´ vista, na˜o
apresentavam a noc¸a˜o de profundidade e baseavam-se em temas e sı´mbolos religiosos. Como
pode-se perceber na Figura 1, onde a Santa Ceia e´ retratada de forma plana; na˜o ha´ diferenc¸a
na representac¸a˜o do personagem que esta´ a` frente ou atra´s dos demais. Tambe´m na˜o aparecem
detalhes do ambiente ou paisagem.
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Figura 1: Santa Ceia da Taula de Sant Miquel.
(SORIGUEROLA, 2006)
A partir do se´culo XIII, alguns pintores comec¸aram a se preocupar em fazer pinturas
mais fie´is a` realidade como ela e´ vista. Duccio di Buoninsegna (1255-1319) e Giotto di Bondone
(1266-1337), no inı´cio do se´culo XIV, foram artistas que criaram noc¸o˜es de perspectiva que
influenciaram outros artistas. Entre eles esta´ Filippo Bruneleschi (1377-1446), criador de um
sistema organizado de perspectiva ensinado por ele a outros pintores.
Leon Battista Alberti (1404-1472) publicou, em 1435, o livro intitulado Della Pictura,
que tratava, dentre outros temas da perspectiva, das propriedades preservadas entre dois desenhos
perspectivos diferentes. Esta obra foi aprimorada mais tarde por Piero Della Francesca (1415-
1492) na obra De prospectiva pingendi (A perspectiva para pintura), na qual encontra-se uma
rigorosa elaborac¸a˜o da perspectiva.
O auge do desenvolvimento das te´cnicas de perspectiva durante a renascenc¸a ocorreu
com Leonardo da Vinci (1452-1519) e Albrecht Du¨rer (1471-1528). Eles escreveram tratados
que relacionavam a Arte com a Matema´tica, enfatizando a importaˆncia desta u´ltima para a pintura
(ALMEIDA, 2007, p. 3-8).
A Figura 2, retrato da U´ltima Ceia de Leonardo da Vinci, comparada com a Figura 1,
revela grandes diferenc¸as na representac¸a˜o, com o emprego da perspectiva e com a noc¸a˜o de
profundidade e de tridimensionalidade se destacando.
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Figura 2: A U´ltima Ceia de Leonardoo da Vinci.
(VINCI, 2014)
Dois se´culos mais tarde, alguns conceitos ja´ conhecidos desde os antigos gregos e
utilizados na Renascenc¸a, como ponto de fuga e perspectividade, foram formalizados matemati-
camente pelo arquiteto franceˆs Girard Desargues (1591-1661). Em 1636, ele publicou estudos
sobre perspectivas e, em 1639, um tratado matema´tico sobre as sec¸o˜es coˆnicas, o Broullion
Projet.
Em 1648, Abraham Bosse (1602-1676) publicou o famoso teorema de Desargues sobre
os Triaˆngulos Perspectivos: “se em um plano dois triaˆngulos ABC e A’B’C’ esta˜o situados de
modo que as retas unindo ve´rtices correspondentes sejam concorrentes em um ponto O, enta˜o,
os lados correspondentes, se prolongados, se cruzara˜o em treˆs pontos colineares” (COURANT;
ROBBINS, 2000 apud SEARA, 2010, p. 8).
As ideias de Desargues na˜o foram bem aceitas pelos matema´ticos da e´poca, pois
na˜o tinham a mesma direc¸a˜o e forma de escrever dos trabalhos tradicionais. Entretanto, dois
matema´ticos importantes da e´poca se tornaram seus discı´pulos: Blaise Pascal (1623-1662) e
De La Hire (1640-1718). Pascal publicou em 1640 um ensaio sobre coˆnicas, no qual consta
uma se´rie de teoremas da Geometria Projetiva, inclusive seu famoso teorema que descreve um
hexa´gono inscrito em uma coˆnica, onde os treˆs pontos de intersec¸a˜o dos lados opostos sa˜o
colineares. De La Hire publicou um livro que abordava alguns objetos geome´tricos sob o ponto
de vista projetivo.
Em 1759, Johann Heirich Lambert (1728-1777) publicou em Berlim o primeiro livro
dida´tico sobre perspectiva e Gaspar Monge (1746-1818) baseou-se nas sombras e na perspectiva,
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associando-a a` projec¸a˜o, para criar a Geometria Descritiva (SANTOS; GUEDES, 2007, p. 5-6).
No inı´cio do se´culo XIX, o franceˆs Jean Victor Poncelet (1788-1867) resgatou as
ideias de Desargues, e quando foi preso durante um confronto militar entre a Franc¸a e a Ru´ssia,
desenvolveu ideias que culminaram num tratado sobre as propriedades projetivas das figuras.
Esse tratado foi publicado em 1822 e lhe tornou “conhecido como a pai da Geometria Projetiva”
(AUFFINGER; VALENTIM, 2003, p. 9). Entretanto, foi Mario Pieri (1860-1913), em 1895, que
estabeleceu um conjunto de axiomas para a Geometria Projetiva (WU, 2006, p. 78).
2.2 GEOMETRIAS NA˜O-EUCLIDIANAS
E´ fato conhecido que Euclides foi o primeiro a organizar a Matema´tica como cieˆncia
dedutiva, de tal forma que afirmac¸o˜es mais complexas poderiam ser deduzidas de afirmac¸o˜es mais
simples. Logicamente, este processo culminaria em algumas afirmac¸o˜es que na˜o poderiam mais
ser deduzidas, a`s quais chamou de postulados, que para Euclides seriam simples e evidentes,
sendo aceitos por todos.
Antes da apresentac¸a˜o de uma versa˜o dos cinco postulados e´ necessa´rio atentar para
o conceito de reta do pro´prio Euclides. Para ele, reta, ou melhor, linha e´ o ente geome´trico
que possui comprimento definido, mas na˜o tem largura (COMMANDINO, 1944, p. 4). Assim,
a ideia de Euclides para reta e´ muito parecido com o conceito moderno de segmento de reta.
Carmo (1987, p. 25-26) apresenta os cinco postulados de Euclides da seguinte forma:
1. Dois pontos determinam uma reta.
2. A partir de qualquer ponto de uma reta dada e´ possı´vel marcar um segmento
de comprimento arbitra´rio.
3. E´ possı´vel descrever um cı´rculo com centro arbitra´rio e raio arbitra´rio.
4. Todos os aˆngulos retos sa˜o iguais. (O aˆngulo reto e´ definido do seguinte
modo: se duas retas se cortam formando quatro aˆngulos iguais, o aˆngulo comum
assim determinado e´ chamado reto.) [...]
5. Se uma reta r corta duas outras retas r1 e r2 (no mesmo plano) de modo que a
soma dos aˆngulos interiores de um mesmo lado de r e´ menor do que dois retos,
enta˜o r1 e r2, quando prolongadas suficientemente, se cortam daquele lado de r.
Pore´m, para o pro´prio Euclides o quinto postulado na˜o era ta˜o evidente. Ele procurou
evitar seu uso ao ma´ximo. Diante desta falta de evideˆncia do quinto postulado houve va´rios
matema´ticos que tentaram prova´-lo ao longo dos tempos, entre eles: Proclo (412-485), Wallis
(1616-1703), Lambert (1728-1777) e Legendre (1752-1833). Entretanto, todas as tentativas
acabavam em fatos equivalentes ao quinto postulado ou que na˜o podiam ser demonstrados usando
apenas os outros quatro postulados.
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O padre italiano Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733) tentou provar o quinto
postulado por meio da te´cnica de negar a negac¸a˜o para chegar ao resultado desejado. A partir
dessa te´cnica, o hipo´tese da soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo ser igual a 180° –
consequeˆncia do quinto postulado – seria negada, ou seja, admitiria-se que pode ser maior ou
menor que 180°. Entretanto, Saccheri nunca conseguiu chegar a` contradic¸a˜o da hipo´tese da soma
dos aˆngulos internos de um triaˆngulo ser menor que 180° (CARMO, 1987, p. 29).
Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) em sua tentativa de demonstrar o quinto
postulado de Euclides, admitiu a possibilidade de uma “geometria separada, totalmente diferente
de nossa geometria (euclidiana)”, em suas pro´prias palavras. Ele chegou a`s suas concluso˜es ad-
mitindo a hipo´tese da soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo ser menor que 180º. Mais tarde,
o russo Nikolai Lobachewski (1792-1856) e o hu´ngaro Ja´nos Bolyai (1802-1860) desenvolveram
as ideias de Gauss e publicaram obras contendo uma ana´lise sistema´tica da Geometria admitindo
essa hipo´tese. Hoje, essa geometria e´ chamada de Geometria Hiperbo´lica.
Estava lanc¸ada a base para o surgimento de outras geometrias na˜o-euclidianas. A
independeˆncia do quinto postulado de Euclides em relac¸a˜o aos outros quatro permitiu que o
espı´rito crı´tico dos matema´ticos, a partir do final do se´culo XIX, guiados pelo me´todo axioma´tico,
agisse com certa liberdade de criac¸a˜o.
As geometrias na˜o-euclidianas permitem o desenvolvimento de habilidades a serem
desenvolvidas na escola e que sa˜o pospostas pelas Orientac¸o˜es Educacionais Complementares
aos Paraˆmetros Curriculares Nacionais do Ensino Me´dio – Cieˆncias da Natureza, Matema´tica e
suas Tecnologias (PCNs+) (BRASIL, 2002, p. 125): “Interpretar e associar objetos so´lidos a suas
diferentes representac¸o˜es bidimensionais, como projec¸o˜es, planificac¸o˜es, cortes e desenhos”.
Para possibilitar o desenvolvimento dessas e outras habilidades, surgem aplicac¸o˜es escolares
de algumas destas geometrias. Ale´m da Geometria Euclidiana plana e espacial, podem ser
trabalhadas na Educac¸a˜o Ba´sica as geometrias: hiperbo´lica, elı´ptica, fractal, descritiva, projetiva
e outras.
2.2.1 GEOMETRIA HIPERBO´LICA
Nesta geometria o quinto postulado de Euclides e´ substituı´do pelo Postulado de Loba-
chewsky: “Por um ponto fora de uma reta, podem ser trac¸adas pelo menos duas retas que na˜o
encontram a reta dada” (WOLFE, 1945 apud ANTUNES, 2009, p. 28-31).
Uma hipo´tese importante, usada por Gauss no desenvolvimento da Geometria Hi-
perbo´lica, e´ que a soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo no espac¸o hiperbo´lico e´ menor que
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180°.
Na Geometria Euclidiana um modelo de representac¸a˜o, no qual seu sistema axioma´tico
e´ va´lido, e´ o plano. Ja´ na Geometria Hiperbo´lica o modelo de representac¸a˜o, proposto por
Eugenio Beltrami (1835-1899), e´ a superfı´cie chamada de pseudo-esfera, Figura 3.
Figura 3: Pseudo-esfera de Beltrami.
(SEARA, 2013)
2.2.2 GEOMETRIA ELI´PTICA
Na Geometria Elı´ptica, o postulado de Riemann substitui o quinto postulado de Euclides:
“Na˜o existem paralelas a uma reta dada” (COUTINHO, 2001 apud ANTUNES, 2009, p. 33).
Um modelo de representac¸a˜o proposto para a Geometria Elı´ptica e´ a superfı´cie esfe´rica.
Devido a este fato, esta geometria e´ frequentemente chamada de Geometria Esfe´rica. As retas,
enta˜o, formam os cı´rculos ma´ximos ao redor da superfı´cie, chamados de geode´sicas. Nesta
geometria a soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo e´ maior que 180º, e este triaˆngulo e´
denominado de triaˆngulo esfe´rico, Figura 4.
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Figura 4: Globo terrestre com geode´sicas e triaˆngulo esfe´rico.
(ROHWEDDER, 2007)
2.2.3 GEOMETRIA FRACTAL
A Geometria Fractal ou Geometria dos Fractais teve seu primeiro impulso no final do
se´culo XIX e inı´cio do se´culo XX, quando matema´ticos como Georg Cantor (1845-1918), Helge
von Koch (1870-1924), Wacław Sierpin´ski (1882-1969), Giuseppe Peano (1858-1932) e David
Hilbert (1862-1943) investigaram, geometricamente, figuras e objetos cujo processo de formac¸a˜o
era iterativo. Os objetos investigados por eles eram conhecidos como “monstros matema´ticos”
(NUNES, 2006, p. 15).
As figuras fractais podem ser obtidas atrave´s de processos computacionais recursivos,
nos quais determinadas equac¸o˜es sa˜o inseridas e retornam os efeitos desejados. Elas sa˜o
frequentemente encontradas em formas da natureza como nuvens, contorno de montanhas,
galhos e folhas de vegetais, superfı´cie interna dos pulmo˜es, formac¸a˜o do sistema vascular, trajeto
de uma gota de chuva ao penetrar no solo e outras. Sa˜o tambe´m utilizadas na elaborac¸a˜o de
obras de arte e pinturas contemporaˆneas.
A Figura 5 apresenta dois fractais pitago´ricos, na parte superior um fractal sime´trico e
na parte inferior, uma assime´trico; tambe´m sa˜o conhecidos como a´rvores pitago´ricas, no qual
cada lado de um traˆngulo retaˆngulo e´ tambe´m o lado de um novo quadrado.
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Figura 5: Fractal pitago´rico.
(LUZ, 2015)
Segundo Nunes (2006, p. 29), dentre as principais caracterı´sticas dos fractais esta´ o
fato de que sua dimensa˜o na˜o precisa ser um nu´mero inteiro. Tal caracterı´stica foi definida
pelo matema´tico franco-poloneˆs Benoıˆt Mandelbrot (1924-2010), que e´ o responsa´vel pela
denominac¸a˜o e definic¸a˜o de fractal para objetos cuja dimensa˜o pode ser um nu´mero fraciona´rio,
embora na˜o exista uma definic¸a˜o amplamente aceita. Essa e´ a principal diferenc¸a da Geometria
Fractal em relac¸a˜o a` Geometria Euclidiana, onde a dimensa˜o possı´vel de um objeto e´ 0 para o
ponto, 1 para as retas e curvas, 2 para o plano e 3 para os so´lidos, ainda podendo ser ampliada
por induc¸a˜o ate´ n dimenso˜es.
2.2.4 GEOMETRIA DESCRITIVA
A Geometria Descritiva estuda a forma das figuras geome´tricas por meio de suas
projec¸o˜es ortogonais. Foi idealizada pelo matema´tico franceˆs Gaspard Monge (1746-1818), no
final do se´culo XVIII, utilizando originlmente dois planos perpendiculares de projec¸a˜o. Neste
me´todo, apo´s serem realizadas as projec¸o˜es, um dos planos gira em torno da linha comum
aos dois planos projetivos, ficando toda a projec¸a˜o situada no mesmo plano. Assim, objetos
tridimensionais podem ser representados bidimensionalmente. Esta te´cnica de representac¸a˜o
denomina-se e´pura. Na Figura 6 foi adotado um sistema com treˆs planos perpendiculares entre
si – plano horizontal, plano vertical e plano de perfil – esse u´ltimo utilizado em alguns casos
quando necessa´rio.
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Figura 6: Representac¸a˜o de so´lido em e´pura.
(DESENHO, 2015)
Esta geometria pode ser considerada na˜o-Euclidiana pelo fato de basear-se na ide´ia
de projec¸a˜o a partir de um ponto cuja localizac¸a˜o esta´ no infinito (RABELLO, 2005, p. 18).
Este ponto, chamado de ponto impro´prio, e´ o ponto de intersecc¸a˜o das retas ditas paralelas, o
que contraria a noc¸a˜o euclidiana de paralelismo. O conceito de projec¸a˜o e´ fundamental para a
compreensa˜o da Geometria Projetiva e sera´ abordado no Capı´tulo 3.
Utilizada como ferramenta para o estudo do desenho te´cnico, a Geometria Descritiva
pode utilizar ate´ seis planos projetivos. Neste caso, o objeto projetado situa-se, hipoteticamente,
no interior de um cubo cujas faces sa˜o os planos projetivos (RABELLO, 2005, p. 22-23).
2.3 PRINCIPAIS DEFINIC¸O˜ES DA GEOMETRIA PROJETIVA
Quando um objeto ou so´lido geome´trico qualquer e´ observado, projeta-se de cada um
dos seus pontos visı´veis ou ve´rtices um raio a partir dos olhos do observador. Cada uma das
linhas formadas e´ denominada linha de projec¸a˜o. Ao interceptar as linhas de projec¸a˜o por um
plano imagina´rio, obte´m-se sobre este plano uma imagem correspondente a` imagem do objeto
original.
Na Figura 7, tem-se a representac¸a˜o da projec¸a˜o (imagem) e o plano que a conte´m,
denominado plano de projec¸a˜o (SANTOS; GUEDES, 2007, p. 3). Note que a projec¸a˜o do cubo
sobre o plano de projec¸a˜o pode ser um polı´gono de 6 lados, devido a` vista que se obte´m a partir
do ponto de observac¸a˜o. O plano de projec¸a˜o, que neste caso esta´ entre o ponto de observac¸a˜o e
o objeto, poderia ainda ser posicionado depois do objeto, gerando outra projec¸a˜o do mesmo.
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Figura 7: Projec¸a˜o de um so´lido no plano projetivo.
Segundo Ferreira (2013, p. 5), existem dois tipos de projec¸a˜o que sa˜o definidos de
acordo com o lugar de onde partem as linhas de projec¸a˜o. Este lugar e´ denominado centro de
projec¸a˜o e pode localizar-se no finito ou no infinito.
Quando o centro de projec¸a˜o localiza-se num ponto especı´fico (finito), as linhas de
projec¸a˜o sa˜o divergentes e originam o Sistema Coˆnico de Projec¸a˜o, Figura 8.
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Figura 8: Sistema coˆnico de projec¸a˜o.
Se o centro de projec¸a˜o estiver situado no infinito, as linhas de projec¸a˜o sa˜o paralelas e
todas incidem sobre o plano projetivo com a mesma inclinac¸a˜o. Este e´ o Sistema Cilı´ndrico de
Projec¸a˜o, que pode ser oblı´quo ou ortogonal, Figura 9.
Figura 9: Sistema cilı´ndrico de projec¸a˜o.
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A perspectiva, adotando um desses sistemas de projec¸a˜o, consiste em associar a` imagem
projetada as linhas de projec¸a˜o de forma conveniente, representando a projec¸a˜o juntamente com
as faces dos triedros formados (RABELLO, 2005, p. 22); para limitar a extensa˜o da imagem
projetada, sa˜o seccionadas as faces dos triedros. Na Figura 10, as partes dos triedros que na˜o
fazem parte da representac¸a˜o em perspectiva final sa˜o representadas com linhas tracejadas. Estas
partes podem ser excluı´das posteriormente.
Figura 10: So´lido em perscpectiva.
Os diferentes tipos de perspectiva sa˜o definidos de acordo com o sistema de projec¸a˜o
adotado, conforme Tabela 1.
Tabela 1: Sistema de projec¸a˜o e tipos de perspectiva
Cilı´ndrica Axonome´trica Ortogonal Isome´trica
Dime´trica
Trime´trica
Axonome´trica Oblı´qua (Cavaleira)
Coˆnica Com um ponto de fuga
Com dois pontos de fuga
Com treˆs pontos de fuga
Para a Educac¸a˜o Ba´sica, espera-se que os estudantes consigam representar adequada-
mente os objetos e cenas tridimensionais no plano. Para isto, apenas as perspectivas coˆnicas
sera˜o abordadas de maneira mais abrangente; as perspectivas cilı´ndricas sa˜o frequentemente
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aplicadas no desenho te´cnico. Na Figura 11 pode-se visualizar um cubo desenhado nos seguintes
tipos de perspectiva: cavaleira, isome´trica, dime´trica e trime´trica, nesta ordem.
Figura 11: Cubo desenhado em diferentes tipos de perspectivas cilı´ndricas.
2.4 PERSPECTIVA COˆNICA
As te´cnicas utilizadas para construc¸o˜es geome´trico-gra´ficas da perspectiva coˆnica,
segundo Seara (2010, p. 10), baseiam-se em alguns elementos ba´sicos, tais como:
• Quadro: espac¸o que delimita o objeto ou a paisagem representada, ou seja, tata-se da
moldura do desenho;
• Observador: e´ a pessoa que esta´ observando e representando o objeto ou a paisagem, e´
quem determina a posic¸a˜o dos demais elementos a serem definidos;
• Linha de terra (LT): e´ uma linha horizontal determinada pela posic¸a˜o dos pe´s do observador,
ou seja, e´ a base do desenho;
• Linha do horizonte (LH): e´ uma linha horizontal determinada pela posic¸a˜o dos olhos do
observador; no desenho de uma paisagem, por exemplo, e´ a linha que divide ce´u e terra,
ou a linha das montanhas, ou ainda o nı´vel do mar no horizonte;
• Ponto de vista (PV): e´ uma linha vertical trac¸ada sobre a linha do horizonte, cuja posic¸a˜o e´
determinada pela direc¸a˜o da visa˜o do observador;
• Ponto de fuga (PF): e´ a intersecc¸a˜o da linha do horizonte com o ponto de vista, para onde
todas as linhas paralelas convergem; em outras palavras, e´ um ponto que pertence a` linha
do horizonte, pore´m, apesar de possuir uma localizac¸a˜o bem definida num lugar especı´fico,
sua posic¸a˜o relativa ao observador esta´ no infinito e um desenho pode ter mais de um
ponto de fuga;
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• Linhas de fuga (LF): quando o objeto ou a paisagem que e´ representada e´ vista em
perspectiva, todas as linhas convergem para o mesmo ponto (PF), estas linhas imagina´rias
sa˜o as linhas de fuga; o efeito gra´fico de tridimensionalidade do desenho em perspectiva e´
formado pelo afunilamento destas linhas em direc¸a˜o ao ponto de fuga.
E´ importante ressaltar que estes elementos, utilizados para a construc¸a˜o do desenho
em perspectiva, geralmente sa˜o apagados apo´s sua finalizac¸a˜o, restando apenas a representac¸a˜o
daquilo que se pretende retratar. Na Figura 12 e´ possı´vel visualizar os elementos citados no
desenho de uma paisagem.
Figura 12: Elementos de perspectiva.
(JUVENIL, 2015)
Para o desenho de so´lidos geome´tricos sa˜o utilizados os mesmos elementos e te´cnicas
aplicadas a` representac¸a˜o de paisagens, adaptando-se apenas as posic¸o˜es dos elementos. A
Figura 13 mostra cubos com a pespectiva representada atrave´s de um, dois e treˆs pontos de fuga.
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Figura 13: Cubos em perspectiva com um, dois e treˆs pontos de fuga.
(JUVENIL, 2015)
Para que a representac¸a˜o de objetos ou cenas do mundo tridimensional numa folha
de papel plana seja eficaz, e´ necessa´rio que o desenhista, ale´m de conhecer os elementos
de perspectiva, saiba utiliza´-los de forma conveniente. Na˜o basta conhecer as quantificac¸o˜es
me´tricas dos objetos desenhados, e´ necessa´rio conhecer as qualidades visuais destes objetos.
Tambe´m e´ necessa´rio que o desenhista possua uma se´rie de conhecimentos adquiridos atrave´s
da experieˆncia e das te´cnicas, pois e´ a posic¸a˜o dada aos pontos de fuga, por exemplo, que
proporciona o aspecto tridimensional desejado no desenho final.
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3 A PERSPECTIVA E A GEOMETRIA PROJETIVA
3.1 CONEXA˜O ENTRE GEOMETRIA EUCLIDIANA E GEOMETRIA PROJETIVA
O plano e´ o lugar geome´trico a partir do qual a Geometria Euclidiana e´ construı´da.
Tambe´m chamado de plano afim, constitui-se de um conjunto de elementos denominados pontos
e de um conjunto de elementos denominados retas que satisfazem os treˆs axiomas a seguir
(HARTSHORNE, 1967, p. 1):
A1: Dados dois pontos distintos P e Q, existe uma e apenas uma reta r que conte´m
ambos os pontos P e Q. Diz-se que duas retas sa˜o paralelas se elas sa˜o iguais (a mesma reta) ou
se elas na˜o tem pontos em comum.
A2: Dada uma reta t e um ponto P que na˜o pertence a t, existe uma e apenas uma reta
m que e´ paralela a t e passa por P.
A3: Existem treˆs pontos na˜o colineares. Dois ou mais pontos sa˜o ditos colineares se
existe uma reta contendo todos eles.
A ilustrac¸a˜o desses axiomas podem ser visualizada na Figura 14.
Figura 14: Ilustrac¸a˜o dos axiomas da Geometria Euclidiana.
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Segundo Carmo (1987, p. 25-26), originalmente Euclides formulou um conjunto de
cinco postulados, apresentando assim a Geometria de forma sistema´tica. Dentre as muitas verso˜es
para o historicamente controverso quinto postulado de Euclides, a mais famosa e´ atribuı´da a John
Playfair (1748-1819): “Por um ponto P fora de uma reta r passa na˜o mais que uma paralela a r”.
Euclides definiu como retas paralelas aquelas que na˜o se interceptam quando sa˜o
prolongadas indefinidamente. Assim, no plano afim, onde e´ definida originalmente a Geometria
Euclidiana, retas paralelas na˜o se interceptam. Um exemplo para visualizar tal situac¸a˜o e´ quando
se percorre uma estrada retilı´nea, as faixas laterais da estrada permanecem com suas posic¸o˜es
relativas inalteradas, sendo facilmente compreendidas como faixas ou retas paralelas. Pore´m,
quando se observa esta mesma estrada ao longo do seu trajeto, as linhas laterais parecem se
aproximar mais adiante e tem-se a impressa˜o de que as linhas, que inicialmente foram detectadas
como retas paralelas, parecem se encontrar num ponto muito distante. O mesmo ocorre nas
linhas fe´rreas, Figura 15.
Figura 15: Linha fe´rrea e o quinto postulado de Euclides: trilhos paralelos.
(SIENICKI, 2002)
Com o objetivo de produzir nas representac¸o˜es planas o efeito visual da Figura 15,
acrescentam-se ao plano afim da Geometria Euclidiana pontos ideais, cuja localizac¸a˜o e´ definida
no infinito, obtendo-se a Geometria Projetiva. Nela, o quinto postulado de Euclides na˜o e´ va´lido,
pois na Geometria Projetiva duas retas quaisquer se encontram em, pelo menos, um ponto, ou
seja, no plano projetivo duas retas paralelas se encontram em um ponto ideal. Esta e´, sem du´vida,
a principal diferenc¸a entre a Geometria Projetiva e Geometria Euclidiana (HARTSHORNE, 1967,
p. 1-3). Na Figura 16 e´ ilustrada esta diferenc¸a entre as duas geometrias: (a) as retas paralelas a,
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b, c, d e e do plano afim, que na˜o se interceptam, e (b) as retas paralelas a’, b’, c’, d’ e e’ do
plano projetivo se encontram no ponto O.
Figura 16: Retas paralelas: (a) no plano euclidiano; (b) no plano projetivo.
Na Figura 17 verifica-se que o objeto observado, no plano H, e´ um trape´zio, enquanto
que sua projec¸a˜o sobre o plano H’ e´ um retaˆngulo. O observador encontra-se no ponto O e os
raios projetantes sa˜o as linhas tracejadas.
Figura 17: Projec¸a˜o com distaˆncias, aˆngulos e paralelismo na˜o preservados.
Nesta mesma Figura 17 os planos H e H’ sa˜o planos afins, enquanto os planos que
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conte´m os raios projetantes e o ponto O (ponto ideal) sa˜o planos projetivos. Portanto, o plano
projetivo e´ obtido a partir do plano afim da Geometria Euclidiana com a inserc¸a˜o de pontos
ideais.
3.2 AXIOMAS DO PLANO PROJETIVO
A construc¸a˜o da Geometria Projetiva teve contribuic¸o˜es de diversos matema´ticos. Os
italianos Gino Fano (1871-1952) e Mario Pieri (1860-1913) foram os primeiros a formular
um sistema completo de axiomas para a Geometria Projetiva. Coxeter (apud AUFFINGER;
VALENTIM, 2003, p. 10-14) estrutura a Geometria Projetiva em oito axiomas, pore´m, a partir
do quarto axioma, todos os demais sa˜o obtidos como consequeˆncias dos treˆs primeiros. Outros
autores, como Wu (2006, p. 80-81), ale´m dos treˆs axiomas iniciais, elencam outros dois que aqui
sera˜o tratados como teoremas:
• Teorema de Fano: os treˆs pontos de intersecc¸a˜o de um quadraˆngulo completo nunca
sa˜o colineares (quadraˆngulo completo e´ um conjunto de quatro pontos, a cada treˆs na˜o
colineares, e as seis retas determinadas por esses quatro pontos);
• Teorema de Pappus (sec¸a˜o 3.6.1).
O sistema axioma´tico aqui adotado e´ o apresentado por Hartshorne (1967, p. 1-3), que
define de maneira sucinta o plano projetivo constituı´do por um conjunto de elementos chamados
pontos e de um conjunto de elementos chamados retas que satisfazem os seguintes axiomas:
AP1: Dois pontos distintos P e Q pertencem a uma e apenas uma reta.
AP2: Quaisquer duas retas se encontram em, pelo menos, um ponto.
AP3: Existem treˆs pontos na˜o colineares.
AP4: Cada reta conte´m, pelo menos, treˆs pontos.
Para Hefez (1985, p. 39) os axiomas A1 e A2 da Geometria Euclidiana – chamados de
axiomas de incideˆncia, pois definem como ocorre a incideˆncia de pontos em retas e vice-versa –
e os axiomas AP1 e AP2 da Geometria Projetiva na˜o sa˜o conflitantes:
Os axiomas de incideˆncia da Geometria Projetiva na˜o contradizem nenhum
axioma da Geometria Euclidiana. Trata-se ta˜o somente de ajustar as coisas a
nı´vel de semaˆntica. Duas retas sa˜o paralelas no plano euclidiano se e somente
se elas se encontram no infinito no plano projetivo.
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O plano projetivo pode ser compreendido como a unia˜o do plano afim, que conte´m
todos os pontos de intersecc¸a˜o das retas concorrentes, com a reta que esta´ no infinito e que
conte´m todos os pontos de intersecc¸a˜o das retas paralelas. Entretanto, no plano projetivo, nem
todas as retas paralelas possuem o mesmo ponto de intersecc¸a˜o duas a duas, ou seja, este ponto
na˜o e´ u´nico. Torna-se, enta˜o, necessa´ria a definic¸a˜o a seguir (WU, 2006, p. 86):
Dados um ponto P e uma reta r. Chamamos uma fileira (de pontos) o conjunto
de todos os pontos sobre r e um feixe de retas, o conjunto de todas as retas que
passam por P. Se as retas de um feixe que passa por P unem os pontos de uma
fileira com um outro ponto, dizemos que a fileira e´ uma sec¸a˜o do feixe.
A partir desta definic¸a˜o e´ possı´vel identificar que diferentes feixes de retas paralelas
possuem diferentes pontos de intersecc¸a˜o. Na Figura 18(a), os dois feixes de retas, P(a,b,c,d,e) e
P’(a’,b’,c’,d’,e’), possuem dois pontos de instersecc¸a˜o diferentes, P e P’, que sa˜o chamados de
centros dos respectivos feixes. Ale´m disso, a fileira de pontos r(A,B,C,D,E) e´ incidente na reta r,
ou seja, sa˜o todos pontos colineares, 18(b).
Figura 18: Feixe e fileira: (a) feixes de retas com pontos de intersecc¸a˜o diferentes; (b) fileira de
pontos.
Quando um feixe de retas e´ cortado por duas fileiras de pontos, ocorre uma perspectivi-
dade, que e´ a correspondeˆncia – designada pelo sı´mbolo =∧ – entre duas fileiras que sa˜o sec¸o˜es de
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um mesmo feixe que passa pelo ponto O, denominado centro de perspectividade.
A Figura 19 mostra um feixe de retas r e s que passam pelo centro de perspectividade O
e sa˜o seccionadas pelas fileiras de pontos AB e A’B’. Neste caso AB =∧O A’B’, ou seja, a fileira de
pontos AB e´ perspectiva a` fileira de pontos A’B’ pelo ponto O.
Figura 19: Perspectividade entre fileiras de pontos.
Assim, duas figuras sa˜o perspectivas se as retas definidas pelos seus ve´rtices concorrem
num ponto, chamado centro de perspectividade. Diz-se que as duas figuras sa˜o, enta˜o, pers-
pectivas por um ponto. Se as retas definidas pelos ve´rtices das figuras se cruzam sobre uma
mesma reta, diz-se que as figuras sa˜o perspectivas por uma reta, chamada eixo de perspectivi-
dade. Na Figura 19 e´ possı´vel visualizar que o eixo de perspectividade (linha pontilhada) incide
sobre o centro de perspectividade e que divide as fileiras de pontos AB e A’B’ em segmentos
proporcionais.
Quando sa˜o aplicadas duas ou mais perspectividades obte´m-se uma projetividade,
designada pelo sı´mbolo ∧. Uma projetividade pode ser tambe´m interpretada como o produto
de duas ou mais perspectividades. Na Figura 20 a fileira de pontos AB e´ perspectiva a` fileira de
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pontos A’B’ pelo ponto O e a fileira de pontos A’B’ e´ perspectiva a` fileira de pontos A”B” pelo
ponto O’. Enta˜o, pela definic¸a˜o de projetividade, a fileira de pontos AB e´ uma projec¸a˜o da fileira
de pontos A”B”, ou seja, AB =∧O A’B’ =∧O′ A”B”⇒ AB∧ A”B”.
Figura 20: Projetividade entre fileiras de pontos.
Enquanto uma perspectividade pode ser definida por um ponto ou por uma reta, respec-
tivamente chamados de centro e eixo de perspectividade, uma projetividade na˜o e´ definida em
relac¸a˜o a um centro (ponto) ou uma reta (eixo). A excec¸a˜o ocorre quando uma projetividade e´
formada por apenas uma perspectividade (CASTRO, 2012, p. 28).
3.3 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA GEOMETRIA PROJETIVA
Estabelecidas as definic¸o˜es de perspectividade e projetividade, o Teorema Fundamental
da Geometria Projetiva constitui um importante resultado que estabelece o que e´ necessa´rio para
que uma projetividade possa ser bem definida, ou seja, aquilo que garante que uma projetividade
entre duas fileiras de pontos seja u´nica.
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Teorema 3.1 (Teorema Fundamental da Geometria Projetiva). Uma projetividade e´ determinada
quando sa˜o conhecidos treˆs pontos colineares e seus treˆs pontos colineares correspondentes.
Inicialmente e´ necessa´rio verificar, com base nas definic¸o˜es supracitadas, a existeˆncia
de uma projetividade entre duas fileiras de treˆs pontos. Para isso, conforme a construc¸a˜o da
Figura 21: sejam duas fileiras de pontos A, B, C sobre a reta r e A’, B’, C’ sobre a reta s; a reta l
e´ construı´da passando por A e A’; seja um ponto P, pertencente a l, diferente de A e A’; passando
por P e B e´ definida a reta m; passando por P e C e´ definida a reta n; por A’ trac¸a-se a reta t
diferente de l e s; na intersec¸a˜o de t e m defina-se o ponto B1; na intersec¸a˜o de t e n defina-se o
ponto C1; sejam os segmentos B1B’ e C1C’, sobre a intersec¸a˜o dos mesmos e´ definido o ponto Q.
Enta˜o, ABC =∧P A’B1C1 =∧Q A’B’C’⇒ ABC∧ A’B’C’, ou seja, a fileira ABC e´ perspectiva
a` fileira A’B1C1 pelo ponto P que, por sua vez, e´ perspectiva a` fileira A’B’C’ pelo ponto Q e,
como o produto de duas perspectividades consecutivas estabelece uma projetividade, conclui-se
que a fileira ABC e´ uma projec¸a˜o da fileira A’B’C’ e vice-versa.
Figura 21: Projetividade composta por duas perspectividades.
Uma vez verificada a existeˆncia da projetividade entre duas fileiras de treˆs pontos, e´
necessa´rio provar que esta projetividade esta´ bem definida para quaisquer pontos sobre os feixes
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dados, ou seja, que na˜o exista outra projetividade entre os feixes que eventualmente resulte em
pontos diferentes dos mesmos.
A prova da unicidade do Teorema 3.1 utiliza um axioma adicional da Geometria
Projetiva. Este axioma e´ descrito por Auffinger e Valentim (2003, p.14) da seguinte forma:
AP5: Se uma projetividade deixa invariante cada um dos treˆs pontos distintos de uma
reta, ela deixa invariante todos os pontos da reta.
Prova da unicidade:
Dada uma fileira de pontos A, B, C e X sobre a reta n e outra fileira A1, B1 e C1 sobre a
reta m, uma das maneiras de construir um ponto X1 pertencente a` m tal que ABCX ∧ A1B1C1X1 e´
apresentada na Figura 22. Nesta construc¸a˜o geome´trica a fileira ABCX e´ perspectiva a` fileira
EFGH pelo ponto A1 e esta u´ltima e´ perspectiva a` fileira A1B1C1X1 pelo ponto A, concluindo-se
enta˜o que ABCX e´ uma projec¸a˜o de A1B1C1X1.
De forma resumida, obte´m-se a seguinte cadeia de perspectividades:
ABCX ∧=A1 EFGH =∧A A1B1C1X1. (1)
Figura 22: Projetividade entre fileiras de quatro pontos.
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E´ importante salientar que a sequeˆncia de perspectividades apresentada e´ possı´vel desde
que as retas n e m na˜o sejam coincidentes. Supondo, entretanto, que as retas n e m sejam
coincidentes, nesse caso uma perspectividade qualquer pode ser utilizada para levar a fileira
ABCX para fora de n e e´ possı´vel construir a seguinte cadeia de perspectividades:
ABCX =∧O A2B2C2X2
=
∧A1 EFGH
=
∧A2 A1B1C1X1. (2)
Supondo, enta˜o, que o ponto X1 de (1) e´ diferente do ponto X1 de (2), ou seja, se o ponto
X1 na˜o for u´nico, existe um ponto X3 diferente de X1 tal que (1) e (2) resultam, respectivamente,
em:
ABCX ∧ A1B1C1X1 e ABCX ∧ A1B1C1X3.
Assim, seguindo o caminho inverso da cadeia de perspectividades (1) e em seguida
o caminho estabelecido pela cadeia (2) resulta que A1B1C1X1 ∧ A1B1C1X3, o que contraria o
Axioma AP5. Portanto, na˜o existe tal ponto X3 e a unicidade do Teorema 3.1 esta´ provada.
O Teorema 3.1 e´ chamado de Teorema Fundamental da Geometria Projetiva para Retas.
No caso de transformac¸o˜es projetivas1 de pontos na˜o colineares no plano, o mesmo teorema e´
enunciado da seguinte maneira:
Teorema 3.2 (Teorema Fundamental da Geometria Projetiva para Planos). Sejam duas qua´druplas
de pontos A, B, C, D e A’, B’, C’, D’, treˆs a treˆs na˜o colineares, enta˜o existe uma u´nica
transformac¸a˜o projetiva que leva A em A’, B em B’, C em C’ e D em D’.
A prova deste teorema e´ feita com a utilizac¸a˜o de princı´pios da a´lgebra linear associados
a` ideia do quadraˆngulo e do quadrila´tero completos, Figura 26 e Figura 27 da Sec¸a˜o 3.4. Seguindo
os passos adotados na demonstrac¸a˜o do Teorema 3.1, inicialmente verifica-se a existeˆncia de
uma transformac¸a˜o projetiva t1 entre duas qua´druplas de pontos na˜o colineares (A,B,C,D) e
(A’,B’,C’,D’) do espac¸o projetivo. Posteriormente, seguindo a caminho inverso e supondo a
hipo´tese da mesma transformac¸a˜o t1 levar os mesmos quatro pontos (A,B,C,D) em outros quatro
pontos diferentes (A”,B”,C”,D”), chega-se ao absurdo, concluindo-se que t1 e´ u´nica.
Uma demonstrac¸a˜o completa e´ sugerida por Ribeiro (2012, p. 23-26) e uma forma dual
do Teorema 3.1 e´ apresentada na pro´xima sec¸a˜o.
1Tranformac¸a˜o projetiva: e´ a composic¸a˜o de perspectivas no plano projetivo, podendo ser chamada tambe´m de
projetividade do plano projetivo (ALMEIDA, 2007, p. 30).
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3.4 PRINCI´PIO DA DUALIDADE
Uma caracterı´stica marcante da Geometria Projetiva e´ a possibilidade de trocar pontos
por retas e vice-versa, ale´m de alguns termos relacionados a estes elementos, sem que se perca
a validade de axiomas, proposic¸o˜es e teoremas. Esta caracterı´stica e´ chamada de Princı´pio da
Dualidade ou Princı´pio da Reciprocidade, que e´ possı´vel pelo fato de pontos e retas preservarem
relac¸o˜es de incideˆncia e, em especial, devido a` existeˆncia de pontos ideiais na Geometria
Projetiva.
Obviamente, para que o sentido das afirmac¸o˜es duais na˜o seja prejudicado, alguns
outros elementos linguı´sticos tambe´m precisam ser alterados quando as palavras ponto e reta sa˜o
alternadas entre si. Segundo Coxeter e Greitzer (1967, p. 135) quando as palavras ponto e reta
sa˜o substituı´das uma pela outra em uma afirmac¸a˜o, os demais elementos devem ser recolocados
de acordo com a Tabela 2.
Tabela 2: Expresso˜es duais entre ponto e reta.
Ponto Reta
esta´ sobre passa por
reta por dois pontos intersecc¸a˜o de duas retas
concorrentes colineares
ve´rtice lado
quadraˆngulo quadrila´tero
tangente ponto de contato
(Adaptado de Coxeter e Greitzer (1967, p. 135))
A partir do princı´pio da dualidade as afirmac¸o˜es da Geometria Projetiva que relacionam
pontos, retas e incideˆncia entre estes elementos podem ser dualizadas da seguinte maneira:
• ponto que incide na reta⇔ Reta que passa pelo ponto.
• reta determinada pelos pontos⇔ Pontos definidos pela intersecc¸a˜o das retas.
• uma fileira de pontos incidentes numa u´nica reta pode ser dualizada em um feixe de retas
que se cruzam em um mesmo ponto, Figura 23.
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Figura 23: Figuras duais: fileira de pontos e feixe de retas.
Treˆs pontos na˜o colineares e as retas que os unem podem ser dualizados por treˆs retas
na˜o incidentes num mesmo ponto e os pontos determinados pela sua intersecc¸a˜o duas a duas,
Figura 24. E´ possı´vel verificar que o dual de um triaˆngulo e´ um triaˆngulo igual ao original, neste
caso diz-se que o ente geome´trico que possui ele pro´prio como seu dual e´ uma figura auto-dual.
Figura 24: Figuras auto-duais: treˆs pontos na˜o colineares e as retas que os unem.
Um conjunto de pontos incidentes sobre uma coˆnica apresenta como forma dual um
conjunto de retas tangentes a` mesma coˆnica, Figura 25.
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Figura 25: Dual entre pontos incidentes e retas tangentes a` elipse.
Quando o princı´pio da dualidade e´ aplicado aos teoremas da Geometria Projetiva surgem
as formas duais destes mesmos teoremas, que na˜o necessitam de uma demonstrac¸a˜o diferenciada
em relac¸a˜o ao original, exceto a dualizac¸a˜o passo a passo de sua demonstrac¸a˜o. Assim, o
princı´pio da dualidade gera economia de demonstrac¸o˜es e possibilita o acesso a novos resultados.
Observa-se facilmente que na Geometria Euclidiana na˜o e´ possı´vel adotar o princı´pio
da dualidade. Caso fosse aplicado, o axioma A1, por exemplo, seria escrito na forma dual da
seguinte maneira:
A1 Dual: Dadas duas retas distintas p e q, existe um e apenas um ponto R no qual as
retas se cruzam.
O que seria um absurdo, pois na Geometria Euclidiana retas paralelas distintas na˜o tem
ponto em comum. Ja´ os axiomas AP1 a AP4 da Geometria Projetiva podem ser reescritos na sua
forma dual de acordo com Tabela 3.
Tabela 3: Axiomas da Geometria Projetiva e seus duais.
Axioma Forma Original Forma Dual
AP1 Dois pontos distintos pertencem a uma
e apenas uma reta
Duas retas distintas passam por um e
apenas um ponto
AP2 Quaisquer duas retas se encontram em,
pelo menos, um ponto
Quaisquer dois pontos sa˜o colineares
AP3 Existem treˆs pontos na˜o colineares Existem treˆs retas que na˜o passam pelo
mesmo ponto
AP4 Cada reta conte´m, pelo menos, treˆs pon-
tos
Sobre cada ponto passam, pelo menos,
treˆs retas
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Com o objetivo de ressaltar o princı´pio da dualidade, segundo Auffinger e Valentim
(2003, p. 12), Poncelet introduziu dois entes geome´tricos duais entre si: o quadraˆngulo completo
e o quadrila´tero completo – a palavra completo foi usada para diferencia´-los de um quadrila´tero
usual.
• Quadraˆngulo completo: tambe´m chamado de quadraˆngulo projetivo e´ composto por quatro
pontos (A, B, C, D), designados por ve´rtices, treˆs a treˆs na˜o colineares e, pelas seis retas
(r, s, t, u, v, w), designadas por lados, determinadas por cada par de pontos. Dois lados
sa˜o opostos se o ponto de intersecc¸a˜o entre eles na˜o e´ um ve´rtice, neste caso o ponto e´
chamado de ponto diagonal. Existem treˆs pontos diagonais (O, P, Q), representados por
formas retangulares na Figura 26.
Figura 26: Quadraˆngulo completo.
• Quadrila´tero completo: e´ composto por quatro retas (a, b, c, d), designadas por lados, treˆs
a treˆs na˜o concorrentes, e pelos seis pontos (R, S, T, U, V, W), designados por ve´rtices,
determinados por cada par de retas. Dois ve´rtices sa˜o opostos se a reta que os une na˜o e´
um lado, neste caso a reta e´ chamada de reta diagonal. Existem treˆs retas diagonais (o, p,
q), representadas por linhas tracejadas na Figura 27.
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Figura 27: Quadrila´tero completo.
Na comparac¸a˜o entre o quadraˆngulo e o quadrila´tero completo das Figuras 26 e 27 e´
possı´vel verificar a semelhanc¸a entre as duas figuras. Entretanto, a construc¸a˜o de uma e´ feita
dualizando a outra. Em especial, a construc¸a˜o gra´fica apresentada constitui uma figura auto-dual,
pore´m outras configurac¸o˜es gra´ficas dos mesmos entes geome´tricos poderiam na˜o apresentar
figuras auto-duais.
O Teorema Fundamental da Geometria Projetiva (Teorema 3.1), demonstrado na sec¸a˜o
anterior, pode ser dualizado da seguinte forma:
Teorema 3.3 (Teorema Fundamental da Geometria Projetiva – forma dual). Uma projetividade
e´ determinada quando sa˜o conhecidas treˆs retas concorrentes e suas treˆs retas concorrentes
correspondentes.
Como esta e´ a forma dual do Teorema 3.1, ja´ demonstrado no item 3.3, na˜o e´ necessa´ria
uma nova demonstrac¸a˜o, uma vez que foi admitido a princı´pio da dualidade.
O teorema que melhor representa o princı´pio da dualidade da Geometria Projetiva
e´ o Teorema de Desargues (dos triaˆngulos perspectivos). Este teorema tambe´m possibilita a
visualizac¸a˜o e compreensa˜o de como a perspectiva e´ fundamentada pela Geometria Projetiva.
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3.5 O TEOREMA DE DESARGUES
3.5.1 ASPECTOS HISTO´RICOS
Girard Desargues (1591-1661) foi um arquiteto e engenheiro militar franceˆs que desde
cedo demonstrou interesse pelo estudo das coˆnicas de Apoloˆnio (262-190 a.C.). Sua obra
apresentava uma nova maneira de tratar as demonstrac¸o˜es geome´tricas, nada ortodoxas para a
e´poca. Utilizava termos oriundos de outras a´reas do conhecimento e os atribuı´a a`s entidades
geome´tricas conhecidas. Por exemplo, uma reta interceptada por outras retas e´ chamada de
tronco e os pontos de intersecc¸a˜o sa˜o chamados de no´s, as retas que passam pelos no´s sa˜o os
galhos e treˆs pares de no´s formam uma a´rvore. Essa linguagem inovadora na˜o contou com a
simpatia dos matema´ticos da e´poca.
Em 1639, ele publicou sua principal obra com o tı´tulo “Brouillon projet d’une atteinte
aux e´ve´nements des recontres d’un cone avec un plan”, cuja traduc¸a˜o pode ser “Esboc¸o tosco
de uma tentativa de descrever os resultados do encontro de um cone com um plano”. Nesta
obra, desprezada na e´poca, Desargues trata das coˆnicas como diferentes projec¸o˜es de uma
circunfereˆncia.
A obra de Desargues foi ofuscada pelo uso de uma linguagem considerada na˜o adequada
e pelo fato de Rene´ Descartes (1596-1650), que era seu amigo, ter lanc¸ado as bases da Geometria
Analı´tica anos antes.
Desargues inovou em seus estudos quando passou a usar os pontos ideais, no infinito,
como sendo o ponto de encontro entre retas paralelas, criando assim o plano projetivo. Ale´m
disso, sua obra concentrava-se no estudo dos invariantes projetivos, ou seja, as propriedades que
na˜o eram alteradas entre as diferentes projec¸o˜es de um mesmo ente geome´trico.
Sua obra teria sido perdida se na˜o fossem co´pias manuscritas feitas por um de seus
poucos admiradores, Philippe De La Hire (1640-1718). A porc¸a˜o mais conhecida e´, ate´ hoje,
o teorema dos triaˆngulos perspectivos, que na˜o era parte integrante do Brouillon projet (YO-
KOYAMA, 2000, p. 6-9). Este teorema foi publicado em 1648 no livro Manie`re universelle de S.
Desargues pour pratiquer la perspective, pelo artista franceˆs Abraham Bosse (1602-1676), que
era admirador e amigo de Desargues (FARIA, 2013, p. 29).
3.5.2 O TEOREMA DOS TRIAˆNGULOS PERSPECTIVOS
O Teorema dos Triaˆngulos Perspectivos de Desargues foi inicialmente proposto para o
plano euclidiano. Entretanto, utiliza o conceito de perspectividade descrito na Sec¸a˜o 3.2. Hilbert
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(1950, p. 46) descreve assim o teorema em questa˜o de forma estritamente plana:
Teorema 3.4 (Teorema dos Triaˆngulos de Desargues – para o plano euclidiano). Quando dois
triaˆngulos esta˜o situados no plano, tais que seus lados homo´logos sa˜o respectivamente paralelos,
enta˜o as retas que unem os ve´rtices homo´logos passam pelo mesmo ponto, ou sa˜o paralelas
entre si.
Este importante caso particular de triaˆngulos perspectivos preserva o paralelismo entre
os lados homo´logos de dois triaˆngulos no mesmo plano (Figura 28) para triaˆngulos de diferentes
tamanhos.
Figura 28: Triaˆngulos perspectivos no plano euclidiano.
E, na Figura 29, para triaˆngulos congruentes com as retas que unem os ve´rtices
homo´logos paralelas entre si.
Figura 29: Triaˆngulos perspectivos congruentes no plano euclidiano.
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Se estendido para o espac¸o, com triaˆngulos situados em planos paralelos, o Teorema
3.4 pode ser ilustrado como na Figura 30, para triaˆngulos de diferentes tamanhos e, na Figura 31
para triaˆngulos congruentes. Em ambos os casos, no plano ou no espac¸o em planos paralelos, ha´
uma homotetia entre os triaˆngulos, onde O e´ o centro e k =
OA
OA′
e´ a raza˜o da homotetia (HEFEZ;
FERNANDEZ, 2012, p. 78).
Figura 30: Triaˆngulos perspectivos no espac¸o.
Figura 31: Triaˆngulos perspectivos congruentes no espac¸o.
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Ampliando este conceito inicial, Coxeter e Greitzer (1967, p. 70) descreve o mesmo
teorema a partir da ideia da perspectividade com centro em um ponto definido. Ale´m disso,
acrescenta a colinearidade dos pontos de intersecc¸a˜o entre os lados dos triaˆngulos.
Teorema 3.5 (Teorema dos Triaˆngulos Perspectivos de Desargues – no plano e no espac¸o afim).
Se dois triaˆngulos sa˜o perspectivos por um ponto, e se os seus pares de lados correspondentes
se encontram, enta˜o os treˆs pontos de intersecc¸a˜o sa˜o colineares.
Para o plano euclidiano a prova do Teorema 3.5 sera´ baseada no teorema de Menelau (70-
130), utilizado originalmente por Desargues. A demontrac¸a˜o deste teorema pode ser encontrada
em Coxeter e Greitzer (1967, p. 66-67). A Figura 32 possibilita a sua visualizac¸a˜o.
Teorema 3.6 (Teorema de Menelau – forma alternativa). Treˆs pontos X, Y e Z das treˆs retas
suporte AB, BC e CA de um triaˆngulo ABC sa˜o colineares por uma reta transversal aos lados
do triaˆngulo se e somente se:
AX
XB
· BY
YC
·CZ
ZA
=−1.
Figura 32: Triaˆngulo de refereˆncia para o Teorema de Menelau.
Note que a reta XYZ e´ transversal aos lados AC e BC, bem como ao prolongamento do
lado AB. Neste caso, diz-se que a reta XYZ e´ transversal aos treˆs lados do triaˆngulo ABC, valendo
portanto a relac¸a˜o proposta pelo Teorema 3.6.
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Prova do Teorema 3.5
Para a sequeˆncia da prova do Teorema 3.5 considera-se a Figura 33, que traz uma
construc¸a˜o geome´trica na qual dois triaˆngulos ABC e A’B’C’ sa˜o perspectivos pelo ponto O e
cujos prolongamentos dos lados correspondentes AB com A’B’, BC com B’C’ e CA com C’A’ se
interceptam respectivamente nos pontos P, Q e R, colineares pela reta r.
Figura 33: Ilustrac¸a˜o do Teorema de Desargues no plano.
Com relac¸a˜o aos triaˆngulos OAB, OAC e OBC, as retas B’A’P, A’C’R e B’C’Q sa˜o,
respectivamente, transversais aos seu lados. Atrave´s de repetidas aplicac¸o˜es do Teorema de
Menelau obte´m-se:
AP
PB
· BB
′
B′O
· OA
′
A′A
=−1, (3)
CR
RA
· AA
′
A′O
· OC
′
C′C
=−1, (4)
BQ
QC
· CC
′
C′O
· OB
′
B′B
=−1. (5)
Multiplicando membro a membro as igualdades (3), (4) e (5) resulta que:
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AP
PB
·CR
RA
· BQ
QC
=−1.
Assim, pelo Teorema 3.6 tem-se que os pontos P, Q e R sa˜o colineares.
Para o espac¸o afim da Geometria Euclidiana, segue a prova espacial do mesmo teorema
baseada em Hartshorne (1967, p. 8):
Considere que o triaˆngulo ABC esta´ contido no plano pi e que OABC e´ um tetraedro.
Considere ainda que o triaˆngulo A’B’C’ esta´ contido no plano pi’ e que OA’B’C’ e´ um outro
tetraedro, conforme Figura 34.
Figura 34: Triaˆngulos perspectivos no espac¸o.
As retas AB e A’B’ esta˜o contidas, respectivamente, nos planos pi e pi’ e se interceptam
no ponto Q. De forma similar as retas BC e B’C’ pertencem, respectivamente, aos planos pi e pi’
e se interceptam no ponto P e as retas AC e A’C’ pertencem, respectivamente, aos planos pi e pi’
e se interceptam no ponto R. Logo, os pontos P, Q e R pertencem ao plano pi e tambe´m ao plano
pi’. Portanto, eles pertencem a` intersecc¸a˜o dos dois planos, que e´ a reta r.
A forma cla´ssica deste mesmo teorema, que traz a` tona a ideia da dualidade, pois
relaciona perspectividade por um ponto e por uma reta, e que o generaliza e´ a seguinte:
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Teorema 3.7 (Teorema dos Triaˆngulos Perspectivos de Desargues – forma generalizada). Dois
triaˆngulos sa˜o perspectivos por um ponto se e somente se sa˜o perspectivos por uma reta.
A prova deste teorema na˜o pode ser feita utilizando apenas a Geometria Euclidiana,
quer seja no plano ou espac¸o. O Teorema 3.5 poˆde ser provado atrave´s da Geometria Euclidiana,
pois no seu enunciado havia a condic¸a˜o de que os lados correspondentes dos triaˆngulos deveriam
se encontrar, ou seja, os dois triaˆngulos na˜o poderiam ser congruentes.
Com o objetivo de provar que dois triaˆngulos, paralelos ou na˜o, num mesmo plano ou no
espac¸o, podem ser perspectivos por um ponto e´ necessa´rio considera´-los no plano ou no espac¸o
projetivo, onde, pelo Axioma AP2 apresentado na Sec¸a˜o 3.2, as retas que unem os ve´rtices
correspondentes dos triaˆngulos se encontram em um ponto, o centro da perspectividade, que
pode ser visualizado tanto na Figura 33 quanto na Figura 34, onde o referido ponto e´ denotado
por O.
Resta verificar que os pontos de intersecc¸a˜o das retas formadas pelos lados correspon-
dentes sa˜o colineraes. Novamente, pelo Axioma AP2, estas retas se encontram duas a duas em
treˆs pontos distintos. A prova da colinearidade destes pontos pode ser obtida atrave´s de um
resultado auxiliar cunhado a partir da aplicac¸a˜o de uma se´rie de perspectividades e projetividades.
Esta demonstrac¸a˜o, bem como a demonstrac¸a˜o do seu dual, pode ser encontrada em Faria (2013,
p. 30).
Outra prova pode ser encontrada em Almeida (2007, p. 25,36), que atrave´s de um
resultado auxiliar, afirma que a reta que une os pontos de intersecc¸a˜o dos lados correspondentes
de dois triaˆngulos perspectivos (eixo de perspectividade) e´ a linha de terra e que o centro da
perspectividade (ponto O) e´ o ponto de fuga. Ambos, elementos de perspectiva apresentados na
Sec¸a˜o 2.4.
A forma dual do Teorema 3.7 pode ser abtida pela simples alternaˆncia entre ponto e
reta, como segue:
Teorema 3.8 (Teorema dos Triaˆngulos Perspectivos de Desargues – forma dual). Dois triaˆngulos
sa˜o perspectivos por uma reta se e somente se sa˜o perspectivos por um ponto.
Na sequeˆncia sa˜o apresentados outros dois importantes resultados histo´ricos para a
Geometria Projetiva: o Teorema de Pappus e o Teorema de Pascal.
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3.6 O TEOREMA DE PAPPUS E O TEOREMA DE PASCAL
3.6.1 O TEOREMA DE PAPPUS
Pappus de Alexandria viveu por volta de 300 a.C., considerado o u´ltimo grande geoˆmetra
da antiguidade, desenvolveu e preservou parte dos conhecimentos geome´tricos dos antigos
gregos. Conhecido como o precursor da Geometria Projetiva, o teorema que leva seu nome foi
estudado e ampliado por outros importantes matema´ticos como Pascal e Brianchon e, por ter
sido amplamente explorado durante os se´culos, muitas verso˜es diferentes foram cunhadas. Uma
destas verso˜es, baseada em Coxeter (1974, p. 68) e Hartshorne (1967, p. 37) e´ descrita a seguir:
Teorema 3.9 (Teorema de Pappus). Sejam os pontos A, C, E sobre a reta r e os pontos B, D,
F sobre outra reta l, diferentes da intersecc¸a˜o entre as duas retas, e se as retas AB, CD, EF
encontram as retas DE, FA, BC, respectivamente, enta˜o os treˆs pontos de intersecc¸a˜o L, M, N
sa˜o colienares.
Assim como ha´ verso˜es diferentes do enunciado do Teorema de Pappus, o mesmo ocorre
com a construc¸a˜o geome´trica deste teorema. A Figura 35 apresenta uma destas possibilidades.
Tanto o enunciado do teorema quanto sua construc¸a˜o geome´trica independem das medidas de
comprimentos e aˆngulos. Tambe´m na˜o ha´ refereˆncia a` ordem, pois os conjuntos de treˆs pontos
podem se alternar entre si. E´ possı´vel ainda permutar os nomes dos pontos A, B, C, D, E e F,
desde que sejam adequadamente renomeados os treˆs pontos de intersecc¸a˜o. Portanto, este e´
um teorema de “pura incideˆncia”, o que determina a sua natureza projetiva (COXETER, 1974,
p. 68).
Figura 35: Ilustrac¸a˜o do Teorema de Pappus.
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Demonstrac¸a˜o:
A demonstrac¸a˜o do Teorema de Pappus sera´ baseada no Teorema de Menelau (Teorema
3.6) e na configurac¸a˜o apresentada na Figura 36.
Figura 36: Ilustrac¸a˜o do Teorema de Pappus adaptado para demonstrac¸a˜o.
Considere que as retas ED, BC, FA formam o triaˆngulo RST. Aplicando a ele o Teorema
3.6 sucessivamente e em cada uma delas considerando uma transversal diferente, obte´m-se:
• transversal LBA
SL
LR
· RB
BT
· TA
AS
=−1, (6)
• transversal ENF
SE
ER
· RN
NT
· T F
FS
=−1, (7)
• transversal DCM
SD
DR
· RC
CT
· T M
MS
=−1, (8)
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• transversal ECA
SE
ER
· RC
CT
· TA
AS
=−1, (9)
• transversal DBF
SD
DR
· RB
BT
· T F
FS
=−1. (10)
Divindo o produto das expresso˜es (6), (7) e (8) pelo produto das expresso˜es (9) e (10)
encontra-se:
SL
LR
· RN
NT
· T M
MS
=−1. (11)
A equac¸a˜o (11) representa a aplicac¸a˜o do Teorema de Menelau ao triaˆngulo RST consi-
derando a diagonal LMN. Portanto, os pontos LMN sa˜o colineares, concluindo a demonstrac¸a˜o
(COXETER, 1974, p. 68), (CHAVES, 2013, p. 21-22).
Uma outra maneira de enunciar o Teorema de Pappus e´ descrita de forma generalizada
por Auffinger e Valentim (2003, p. 25):
Teorema 3.10 (Teorema de Pappus – forma generalizada). Se os seis ve´rtices de um hexa´gono
esta˜o alternadamente sobre um par de retas enta˜o os treˆs pares de lados opostos se encontram
em pontos colineares.
Mesmo que o Teorema de Pappus tenha surgido muito antes do Teorema de Pascal, ele
e´ considerado como um caso particular deste.
3.6.2 O TEOREMA DE PASCAL
O matema´tico, fı´sico, teo´logo e escritor franceˆs Blaise Pascal (1623-1662), natural de
Clermont-Ferrand, comec¸ou a estudar e fazer geometria com doze anos. Ele participava com seu
pai de reunio˜es na casa do padre Marin Mersenne (1588-1648). Nestas reunio˜es discutiam ideias
sobre assuntos que lhes interessavam, entre eles, matema´tica. Participava tambe´m destas reunio˜es
o arquiteto Girard Desargues, de quem Pascal pode ser considerado admirador (CHAVES, 2013,
p. 24).
Aos dezesseis anos, em 1640, lanc¸ou o seu trabalho Ensaio sobre coˆnicas. Neste traba-
lho Pascal cunhou, de forma cuidadosa, o teorema sobre hexa´gonos inscritos em cincunfereˆncias,
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de modo que nenhuma regra da Geometria Euclidiana fosse violada (AUFFINGER; VALENTIM,
2003, p. 3). Posteriormente, o seu teorema ganhou a redac¸a˜o mais conhecida, que segue:
Teorema 3.11 (Teorema do Hexa´gono de Pascal). Se os seis ve´rtices de um hexa´gono esta˜o
sobre uma coˆnica, enta˜o os treˆs pontos de intersecc¸a˜o dos pares de lados opostos sa˜o colineares.
A prova original dada por Pascal ao seu teorema foi perdida, mas provavelmente ele
utilizou o Teorema de Menelau, de forma similar aquela utilizada para a prova do Teorema de
Pappus. Leibniz (1646-1716), um dos idealizadores do ca´lculo diferencial-integral, aprovou a
demonstrac¸a˜o original do Teorema de Pascal, antes de ser perdida (COXETER, 1974, p. 74).
O me´todo utilizado para generalizar o Teorema de Pascal, originalmente pensado para
circunfereˆncias, de forma que passasse a ser va´lido para todas as coˆnicas, foi criado por Desargues
e Pascal. Consiste em encontrar uma figura homo´loga, mais simples que a original, atrave´s
de uma sequeˆncia de projec¸o˜es e sec¸o˜es. Enta˜o, sa˜o estudadas as propriedade invariantes que
passara˜o a valer para a figura mais complexa (HEFEZ, 1985, p. 42). Desta forma, como a
circunfereˆncia e as coˆnicas sa˜o sec¸o˜es de um cone, o teorema em questa˜o vale para todas as
coˆnicas. A representac¸a˜o gra´fica do Teorema 3.11 e´ apresentada na Figura 37 para o hexa´gono
inscrito em uma circunfereˆncia.
Figura 37: Teorema do Hexa´gono de Pascal na circunfereˆncia.
A Figura 38 e a Figura 39 apresentam, respectivamente, a representac¸a˜o gra´fica do
mesmo teorema para a elipse e para a hipe´rbole.
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Figura 38: Teorema de Pascal na elipse.
Figura 39: Teorema de Pascal na hipe´rbole.
Com o objetivo de tornar mais claro o me´todo utilizado por Desargues e Pascal, de
generalizar resultados para todas as sec¸o˜es coˆnicas, a Figura 40 apresenta uma construc¸a˜o que
evidencia a invariaˆncia da aplicac¸a˜o do Teorema 3.11 para circunfereˆncias e elipses.
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Figura 40: Teorema do Hexa´gono de Pascal aplicado a diferentes sec¸o˜es de um cone.
Segundo Hefez (1985, p. 43), atrave´s da utilizac¸a˜o do me´todo supracitado e´ possı´vel
obter o Teorema de Pappus. Por meio de uma sec¸a˜o longitudinal de um cone chega-se a uma
coˆnica degenerada, no caso, duas retas concorrentes, conforme Figura 41.
Figura 41: Teorema de Pappus pelo me´todo das sec¸o˜es coˆnicas.
O Teorema 3.11 e´ tambe´m conhecido como Teorema do Hexagrama Mı´stico de Pascal,
certamente devido a` sua semelhanc¸a com sı´mbolos religiosos e, talvez, devido a` religiosidade do
seu criador. Um hexagrama e´ um tipo de hexa´gono na˜o convexo com todos os lados congruentes,
geralmente trata-se de uma figura composta por dois triaˆngulos equila´teros sobrepostos, formando
uma “estrela de seis pontas”.
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Prova do Teorema 3.11:
Para a prova do Teorema 3.11 considera-se a Figura 42.
Figura 42: Teorema de Pascal adaptado para demonstrac¸a˜o.
Observa-se que o hexa´gono ABCDEF esta´ inscrito na circunfereˆncia. Assumindo que
as retas AB,CD, EF formam o triaˆngulo UVW, aplica-se o Teorema de Menelau treˆs vezes a cada
uma das transversais, obte´m-se:
• transversal LDE
V L
WL
·WD
UD
·UE
V E
=−1, (12)
• transversal AMF
VA
WA
·WM
UM
·UF
V F
=−1, (13)
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• transversal BCN
V B
WB
·WC
UC
·UN
V N
=−1. (14)
Multiplicando as equac¸o˜es (12), (13) e (14) e reagrupando os termos chega-se a:
V L
LW
·WM
MU
·UN
NV
·UE
UC
·UF
UD
· VA
V E
· V B
V F
·WC
WA
·WD
WB
=−1. (15)
Observando a propriedade da poteˆncia de um ponto em uma circunfereˆncia2 partes da
expressa˜o (15) podem ser escritas da seguinte forma:
• poteˆncia do ponto U
UE
UC
·UF
UD
= 1, (16)
• poteˆncia do ponto V
VA
V E
· V B
V F
= 1, (17)
• poteˆncia do ponto W
WC
WA
·WD
WB
= 1. (18)
Portanto, substituindo os resultados das igualdades (16), (17) e (18) na equac¸a˜o (15),
esta u´ltima resume-se a:
V L
LW
·WM
MU
·UN
NV
=−1.
Enta˜o, pelo Teorema de Menelau, decorre que os pontos L, M e N sa˜o colineares,
concluindo a demonstrac¸a˜o (COXETER, 1974, p. 74-75).
Uma outra configurac¸a˜o possı´vel para o Teorema de Pascal e´ apresentada na Figura 43.
Note que, nesta configurac¸a˜o, a reta que une os treˆs pontos de intersecc¸a˜o dos pares de lados
opostos do hexa´gono e´ externa a` circunfereˆncia.
2A descric¸a˜o desta propriedade, inclusive sua demonstrac¸a˜o pode ser encontrada em Coxeter (1974, p. 28).
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Figura 43: Teorema de Pascal: uma configurac¸a˜o alternativa.
O enunciado apresentado para o Teorema 3.11 foi estabelecido por Charles Julien
Brianchon (1758-1864), enquanto era aluno da Escola Polite´cnica de Paris. Ele foi aluno de
Gaspard Monge e aperfeic¸oou os resultados sobre hexa´gonos inscritos em coˆnicas, obtidos
anteriormente por Pascal (YOKOYAMA, 2000, p. 10).
Em 1806, Brianchon chegou a um resultado importante que ficou conhecido por Te-
orema de Brianchon. Ele dualizou o Teorema de Pascal atrave´s do princı´pio da dualidade,
apresentado na Sec¸a˜o 3.4 (HEFEZ, 1985, p. 45).
Teorema 3.12 (Teorema de Brianchon). Num hexa´gono circunscrito a um cı´rculo, as treˆs
diagonais sa˜o concorrentes no mesmo ponto.
Como este teorema e´ o dual do Teorema de Pascal original, para hexa´gonos inscritos
em circunfereˆncias, sua demonstrac¸a˜o se da´ pelo processo de dualizac¸a˜o e pode ser conferida em
Coxeter (1974, p. 77-78). A ilustrac¸a˜o do Teorema de Brianchon e´ apresentada na Figura 44,
onde percebe-se que mesmo sendo o hexa´gono circunscrito tomado ao acaso, de fato, suas treˆs
diagonais relativas aos ve´rtices opostos sa˜o concorrentes no mesmo ponto.
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Figura 44: Ilustrac¸a˜o do Teorema de Brianchon.
Outra contribuic¸a˜o de Desargues e´ a invariaˆncia projetiva denominada de raza˜o cruzada.
3.7 A RAZA˜O CRUZADA OU BI-RAZA˜O
Pappus, em sua obra “A Colec¸a˜o”, descreveu uma proposic¸a˜o que foi importante na
busca de Desargues por invariantes projetivos. Trata-se da Proposic¸a˜o 129 do se´timo livro da
Colec¸a˜o de Pappus. Para descrever os resultados obtidos por Desargues e´ necessa´rio verificar que
uma perspectividade na˜o preserva distaˆncias, bem como uma projetividade, que e´ um nu´mero
finito de perspectividades (CORREIA, 2013, p. 69).
Uma vez estabelecida a perspectividade entre as retas r e r’ pelo centro de perspec-
tividade O, os segmentos AB e BC sa˜o congruentes, Figura 45. Entretanto, o mesmo na˜o e´
possı´vel afirmar em relac¸a˜o aos segmentos A′B′ e B′C′, que na˜o sa˜o congruentes, ou seja, a
perspectividade na˜o preserva a raza˜o entre os segmentos dados, pois
AB
BC
= 1 mas
A′B′
B′C′
6= 1, logo
AB
BC
6= A
′B′
B′C′
.
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Figura 45: Perspectividade no plano: na˜o preserva distaˆncias.
Esta variac¸a˜o da relac¸a˜o me´trica entre segmentos perspectivos pode ser verificada
tambe´m no espac¸o. Na Figura 46, B e´ o ponto me´dio do segmento AC, pore´m B’ na˜o e´ o ponto
me´dio do segmento A′C′. Ale´m disso, o ponto C esta´ entre B e D, mas o ponto C’ na˜o esta´ entre
B’ e D’.
Figura 46: Perspectividade no espac¸o: na˜o preserva distaˆncias.
Desargues descobriu, analisando a obra de Pappus, um invariante projetivo, a raza˜o
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cruzada ou bi-raza˜o de quatro pontos. Este conceito tornou-se importante na Geometria Projetiva,
pois no desenho em perspectiva, e´ ele que define uma escala entre a imagem real e a sua
representac¸a˜o gra´fica.
Definic¸a˜o 3.13 (Bi-raza˜o ou raza˜o cruzada). Dados quatro pontos colineares A, B, C e D, a
bi-raza˜o, R(A, B, C, D), entre eles e´
AC
BC
· BD
AD
.
Aplicando esta definic¸a˜o a uma perspectividade, Desargues chegou ao seguinte teorema:
Teorema 3.14 (Teorema da Bi-raza˜o de Desargues). Sejam as retas r e r’ perspectivas pelo
ponto O, os pontos A, B, C, D sobre a reta r e os pontos A’, B’, C’, D’ sobre a reta r’. Enta˜o
R(A,B,C,D) = R(A′,B′,C′,D′), ou seja:
AC
BC
· BD
AD
=
A′C′
B′C′
· B
′D′
A′D′
.
Demonstrac¸a˜o: (adaptada de Wu (2006, p. 88))
O objetivo e´ verificar que numa perspectividade a raza˜o cruzada entre os pontos corres-
pondentes depende somente dos aˆngulos entre as retas a, b, c e d do feixe que passa pelo centro
de perspectividade O.
Considere os triaˆngulos AOC, BOC, BOD e AOD, Figura 47, como todos eles tem o
mesmo ve´rtice O oposto a`s bases, e estas, por sua vez, esta˜o sobre a mesma reta r, a altura de
todos eles e´ a mesma e a raza˜o entre suas bases passa a ser a raza˜o entre as suas a´reas, que
dependem ta˜o somente dos aˆngulos entre os lados de cada triaˆngulo.
Sejam AOˆB = α , BOˆC = β e COˆD = γ , enta˜o:
AC
BC
· BD
AD
=
1
2
OA ·OC · sen(α+β )
1
2
OB ·OC · senβ
·
1
2
OB ·OD · sen(β + γ)
1
2
OA ·OD · sen(α+β + γ)
,
AC
BC
· BD
AD
=
sen(α+β ) · sen(β + γ)
senβ · sen(α+β + γ) . (19)
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Figura 47: Teorema da bi-raza˜o de Desargues.
Analogamente, os triaˆngulos A’OC’, B’OC’, B’OD’ e A’OD’ tambe´m tem todos a
mesma altura e, consequentemente, a raza˜o entre suas bases e´ a raza˜o entre as suas a´reas:
A′C′
B′C′
· B
′D′
A′D′
=
1
2
OA′ ·OC′ · sen(α+β )
1
2
OB′ ·OC′ · senβ
·
1
2
OB′ ·OD′ · sen(β + γ)
1
2
OA′ ·OD′ · sen(α+β + γ)
,
A′C′
B′C′
· B
′D′
A′D′
=
sen(α+β ) · sen(β + γ)
senβ · sen(α+β + γ) . (20)
Observa-se que as bi-razo˜es (19) e (20) dependem apenas dos aˆngulos entre as retas
que compo˜em o feixe que passa por O. Logo, finalizando a demonstrac¸a˜o:
AC
BC
· BD
AD
=
A′C′
B′C′
· B
′D′
A′D′
.
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4 OFICINA DE GEOMETRIA PROJETIVA
Uma oficina em forma de sequeˆncia dida´tica foi aplicada na turma do 6º ano da Escola
Municipal de Ensino Fundamental Professora Gertrudes Steilein Milbratz, Jaragua´ do Sul, Santa
Catarina. O objetivo da oficina foi: verificar o conhecimento dos alunos em relac¸a˜o ao assunto
de Geometria Projetiva condizente com a se´rie escolar, promover a apreensa˜o do conhecimento
atrave´s de atividades e analisar o conhecimento adquirido pelos alunos sobre o assunto.
4.1 DESENVOLVIMENTO DA OFICINA – METODOLOGIA APLICADA
Os alunos desenvolveram as atividades em treˆs momentos distintos: o primeiro foi
a visualizac¸a˜o de um objeto simples, o cubo, que integra o vocabula´rio comum das aulas de
matema´tica; o segundo originou-se da observac¸a˜o de um corredor da escola, que propriciou uma
o´tima oportunidade de representac¸a˜o em perspectiva; e o terceiro ocorreu a partir da montagem e
visualizac¸a˜o de blocos lo´gicos de encaixe.
Ao te´rmino da oficina, um questiona´rio foi aplicado com o objetivo de analisar a
contribuic¸a˜o e efica´cia das atividades realizadas.
Momento 1: Atividade Diagno´stica
Para verificar se os alunos possuiam noc¸o˜es ba´sicas de perspectiva e de projec¸a˜o foram
aplicadas duas atividades diagno´sticas:
• Atividade Diagono´stica 1
Desenho do cubo (1 aula1): foi solicitado aos alunos que desenhassem como visu-
alizam um cubo feito de papel com arestas de 40 cm pendurado no teto, a` frente do quadro,
conforme Figura 48.
11 aula: 45 min
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Figura 48: Vizualizac¸a˜o do cubo suspenso.
Desenho do corredor da escola (2 aulas): os alunos desenharam um dos corredores
da escola a partir do ponto de vista representado na Figura 49. Antes de elaborar o desenho, os
alunos foram conduzidos em grupos de cinco indivı´duos ate´ o local que permite obter este ponto
de vista do corredor.
Figura 49: Corredor da escola.
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• Atividade Diagno´stica 2
Na Atividade Diagno´stica 2 a tarefa foi representar, atrave´s de desenho, a projec¸a˜o do
cubo sobre o quadro que esta´ atra´s dele. Para que a linguagem fosse mais acessı´vel aos alunos,
foi explicado que projec¸a˜o era a “sombra formada pelo objeto no quadro”.
Na sequeˆncia, foram ministradas aulas teo´ricas sobre te´cnicas de perspectiva e, atrave´s
de visualizac¸a˜o de figuras, explicadas noc¸o˜es ba´sicas como: quadro, observador, ponto de fuga,
ponto de vista, linha do horizonte, linha de terra e linhas de fuga, perspectiva e projec¸a˜o. A
visualizac¸a˜o dida´tica das figuras e ana´lise dos conceitos ba´sicos de perspectiva foram baseadas
no site SobreArte 2 dedicado ao estudo das te´cnicas de desenho.
Momento 2: Atividade de Aprendizagem com Blocos Lo´gicos (2 aulas)
Visando consolidar a aprendizagem, os alunos tiveram contato com objetos mani-
pula´veis, com a turma distribuı´da em seis grupos e as carteiras dispostas de modo a formar seis
ilhas de trabalho, Figura 50. Neste momento, foram os alunos que criaram seu pro´prio exemplo
e puderam aprender atrave´s da observac¸a˜o e da comparac¸a˜o com os desenhos dos colegas.
Figura 50: Organizac¸a˜o da sala para a atividade com os blocos lo´gicos.
Cada grupo recebeu 15 pec¸as de blocos lo´gicos, sendo 5 grandes, 5 me´dios e 5 pequenos,
de diversas cores. Em seguida, os grupos foram orientados a montar um objeto qualquer e
posiciona´-lo no centro de sua ilha de trabalho, Figura 51. Posteriormente, cada integrante do
grupo desenhou, sob o seu ponto de vista, o objeto montado e comparou com os desenhos dos
demais integrantes.
2http://www.sobrearte.com.br
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Figura 51: Montagem com blocos lo´gicos.
Momento 3: Atividade de Verificac¸a˜o da Aprendizagem
Na continuac¸a˜o da oficina, os alunos repetiram as Atividades Diagno´sticas 1 e 2
utilizando suas novas descobertas sobre Geometria Projetiva. Esta atividade foi realizada com
o objetivo de fazer um estudo comparativo entre as habilidades dos alunos antes e depois da
sequeˆncia de aulas. A Tabela 4 relaciona o nome de cada atividade realizada, com o que foi
desenhado, o momento em que ocorreu em relac¸a˜o a`s aulas teo´ricas e quantas aulas foram
utilizadas.
Tabela 4: Atividades realizadas durante a oficina
Quando ocorreu Nome da atividade O que foi desenhado Tempo
Diagno´stica 1 Cubo
Antes das aulas Corredor 2 aulas
Diagno´stica 2 Projec¸a˜o do cubo
Durante as aulas Aprendizagem Montagem de blocos 2 aulas
Verificac¸a˜o 1 Cubo
Depois das aulas Corredor 2 aulas
Verificac¸a˜o 2 Projec¸a˜o do cubo
4.2 ANA´LISE DAS ATIVIDADES REALIZADAS
Para uma melhor sistematizac¸a˜o, a ana´lise das atividades foi feita em treˆs blocos:
atividades com o cubo, atividades com o corredor da escola e atividade com os blocos lo´gicos.
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4.2.1 ANA´LISE DA ATIVIDADE COM O CUBO
A primeira atividade realizada foi o desenho do cubo colocado a` frente dos alunos,
fixado no quadro branco da sala de aula: “Desenhe como voceˆ esta´ vendo o cubo de papel que
esta´ a` frente do quadro”. A Figura 52 apresenta alguns dos possı´veis pontos de vista.
Figura 52: Cubo visto de diferentes posic¸o˜es da sala de aula.
Nesta atividade esperava-se que os alunos, depois das aulas teo´ricas, conseguissem
representar o cubo a partir da utilizac¸a˜o dos elementos de perspectiva estudados.
Os alunos apresentaram muitas dificuldades, inclusive em utilizar re´gua para a confecc¸a˜o
do desenho. Tambe´m houve aqueles contra´rios a seguir as instruc¸o˜es. Muitos alunos, apo´s
verem que o desenho sem re´gua ou com caneta na˜o havia ficado como pretendiam, pediram uma
segunda folha para refazer a atividade, o que foi permitido mediante a adverteˆncia de que isto
na˜o mais ocorreria. Foi solicitado ainda que os desenhos fossem pintados, o que tambe´m gerou
problemas, pois alguns alunos na˜o queriam pintar.
A partir destes fatos, foi possı´vel perceber o desinteresse dos alunos em realizar as
Atividades Diagno´sticas como um todo, pois para eles na˜o havia sentido fazer aqueles desenhos.
Entretanto, este panorama mudou completamente a partir das aulas teo´ricas, nas quais os alunos
perceberam que poderiam executar seus pro´prios desenhos de uma maneira mais eficaz e, segundo
eles, produzir desenhos “mais bonitos”.
A mesma atividade foi repetida depois das aulas teo´ricas e da atividade em grupos. No
total, foi possı´vel observar que 12 alunos (40%) conseguiram apresentar grande melhora na
confecc¸a˜o dos desenhos e passaram a utilizar da maneira correta os elementos de perspectiva
estudados nas aulas.
Na Figura 53 pode-se observar o antes e o depois nos desenhos de treˆs destes alunos.
Ficou evidente que mesmo aqueles alunos que no primeiro desenho na˜o utilizaram re´gua, o
fizeram na segunda vez. De maneira geral, o empenho dos alunos aumentou na execuc¸a˜o dos
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desenhos com a evoluc¸a˜o da oficina e com as aulas teo´ricas. Neste momento, havia maior
clareza quanto o que fazer e como fazer, mesmo que parte dos alunos na˜o conguisse executar o
pretendido.
A utilizac¸a˜o de um, dois e ate´ treˆs pontos de fuga foi explicada nas aulas teo´ricas.
Houve alunos que utilizaram um ou dois pontos de fuga na execuc¸a˜o dos seus desenhos.
Figura 53: Desenhos do cubo antes e depois da realizac¸a˜o da oficina.
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Outros 18 alunos (60%) tambe´m apresentaram melhora na comparac¸a˜o entre o primeiro
e o segundo desenho. Entretanto, na˜o conseguiram utilizar de maneira clara e correta os elementos
de perspectiva, como pode ser observado nos desenhos de treˆs destes alunos na Figura 54.
Figura 54: Desenhos do cubo antes e depois da realizac¸a˜o da oficina.
Apo´s a teoria, o que se observa e´ que estes alunos continuaram tentando expressar
corretamente uma lateral e a parte inferior do cubo. Entretanto, na˜o conseguiram compreender a
conexa˜o do ponto de fuga e das linhas de fuga com a construc¸a˜o da noc¸a˜o de perspectiva.
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A segunda atividade realizada com o cubo foi a representac¸a˜o de sua projec¸a˜o sobre
o quadro branco. E, na tentativa de tornar o conceito de projec¸a˜o mais claro aos alunos, que
inicialmente na˜o compreenderam a ideia, foi dito que a projec¸a˜o seria a sombra formada pelo cubo
sobre a superfı´cie do quadro. Com esta atividade pretendia-se que os alunos compreendessem o
conceito de projec¸a˜o e passassem a desenhar de forma adequada uma projec¸a˜o do cubo.
Para a ana´lise desta atividade, antes e depois das aulas teo´ricas sobre o assunto, tem-se
o quadro comparativo da Figura 55, que foi dividido em quatro categorias de ana´lise.
Figura 55: Representac¸a˜o da projec¸a˜o do cubo antes e depois da realizac¸a˜o da oficina.
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Os dois primeiros desenhos representam um exemplo que foi seguido por 33% dos
alunos. Neste caso, o primeiro desenho parece ser uma tentativa equivocada de representac¸a˜o em
perspectiva. Na segunda tentativa de representar a projec¸a˜o foi desenhado, simplesmente, um
retaˆngulo, pois para eles a sombra do cubo sobre o quadro seria um simples quadrado.
O conceito de projec¸a˜o deste grupo de alunos na˜o deixa de estar correto, se a projec¸a˜o
adotada fosse a paralela. Pore´m, na˜o levou em considerac¸a˜o a posic¸a˜o de cada aluno em relac¸a˜o
ao cubo.
O segundo grupo a ser analisado e´ representado pela segunda linha de desenhos da
Figura 55. Para 36% dos alunos, apesar de na primeira tentativa terem surgido as mais variadas
formas, na segunda tentativa o desenho ficou parecido com este exemplar. No caso do desenho
escolhido como exemplo deste grupo, o primeiro e´ uma linha aberta. Va´rios alunos desenharam
linhas abertas. Segundo eles, “uma sombra na˜o tem fim”, logo na˜o pode ser representada atrave´s
de uma linha fechada. Certamente este pensamento pode ter surgido atrave´s da observac¸a˜o da
sombra do pro´prio corpo sobre o cha˜o. Esta sombra parte dos pe´s e parece na˜o ter um final
determinado. Entretanto, esta seria uma projec¸a˜o oblı´qua, que novamente na˜o levaria em conta a
posic¸a˜o de cada aluno em relac¸a˜o ao cubo.
Na segunda tentativa, muito bem sucedida, o desenho em questa˜o representa bem
o grupo aqui analisado, pois evidencia a maior proximidade da aresta do cubo que esta´ no
centro, bem como os ve´rtices que se destacam no desenho em perspectiva com dois pontos
de fuga, conforme Figura 53. Analisando a posic¸a˜o dos alunos em relac¸a˜o ao cubo durante a
atividade, percebeu-se que todos os desenhos da projec¸a˜o do cubo sobre o quadro, se corretamente
executados, deveriam ser parecidos com este. Variando apenas a posic¸a˜o da aresta central em
relac¸a˜o a`s duas arestas laterais que podiam ser visualizadas.
O terceiro grupo analisado, representado pelos desenhos da terceira linha da Figura
55, representa os alunos que tentaram fazer a representac¸a˜o do cubo em perspectiva na segunda
tentativa. 12% dos alunos se enquadram neste grupo, que claramente confundiu projec¸a˜o com
perspectiva. No caso do exemplo aqui apresentado, o primeiro desenho foi equivocado na parte
superior do cubo, representado atrave´s de uma linha inclinada. Pore´m, no segundo desenho,
houve a tentativa de representac¸a˜o em perspectiva muito semelhante ao desenho ja´ analisado na
segunda linha da Figura 54.
O quarto e u´ltimo grupo a ser analisado, com 19 % do total, representa aqueles alunos
que insistiram nas mesmas ideias para a primeira e segunda tentativa de representar a projec¸a˜o.
No exemplo aqui analisado o aluno manteve o pensamento supracitado que, segundo os pro´prios
alunos, “uma sombra na˜o tem fim” e, portanto, deve ser representada por uma linha aberta.
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Na tentativa de explicar aos alunos que este conceito de “sombra sem fim” na˜o estava
totalmente correto, durante as aulas teo´ricas, o professor levou-os ao pa´tio da escola num dia
ensolarado para que pudessem medir a sombra de cada um no cha˜o. Eles perceberam, de maneira
autoˆnoma, sem induc¸a˜o do professor, que o sol representaria o observador, o corpo de cada aluno,
poderia ser comparado ao cubo e o cha˜o poderia ser comparado ao quadro branco da sala de aula.
Este procedimento evidenciaria a finitude de uma projec¸a˜o. Entretanto, parece que esta atividade
na˜o foi eficaz o suficiente para possibilitar aos alunos do quarto grupo uma melhor representac¸a˜o
da projec¸a˜o do cubo.
4.2.2 ANA´LISE DA ATIVIDADE COM O CORREDOR DA ESCOLA
As atividades de desenho do corredor da escola foram as que mais motivaram os
alunos; eles saı´ram da sala em grupos de cinco alunos para visualiza´-lo, com base na fotografia
representada na Figura 49. Posteriormente, foi solicitado que fizessem, individualmente, um
desenho do corredor e que na˜o poderiam faltar o piso, o teto, as paredes e as colunas. Com
esta atividade pretendia-se que os alunos conseguissem, num segundo momento, desenhar o
corredor a partir de uma perspectiva frontal, posicionando de maneira adequada os elementos de
perspectiva.
Durante as aulas, va´rios alunos pesquisaram na internet sobre perspectiva e desenvol-
veram desenhos, mostrando o seu intresse pelo conteu´do, o que culminou na interac¸a˜o entre
alunos e entre alunos e professor, de forma muito proveitosa. Assim, na segunda tentativa,
apo´s a explicac¸a˜o do conteu´do, mais de 65% dos alunos desenvolverem o desenho do corredor
exatamente conforme o solicitado, sendo que apenas um aluno havia feito este desenho em
perspectiva na primeira tentativa, e tratava-se de um aluno que ja´ havia estudado sobre o tema
em revistas.
Os outros 35% dos alunos na˜o conseguiram representar o corredor perfeitamente, dentro
das te´cnicas de perspectiva estudadas. Mesmo assim, estes alunos apresentaram alguma te´cnica
de perspectiva que produziu o efeito de tridimensionalidade. Cabe ressaltar que o u´nico aluno
que na˜o conseguiu esse efeito nos seus desenhos esteve ausente em algumas das aulas da oficina.
A Figura 56 exemplifica a evoluc¸a˜o dos trabalhos. Na primeira situac¸a˜o, fizeram um
desenho puramente planificado e ao serem questionados sobre o desenho, responderam que a
visa˜o foi obtida “imaginando que esta´vamos em cima, no teto” ou ainda “que esta´vamos num
helico´ptero sobre a escola”. E, posteriormente, produziram um desenho a partir das te´cnicas de
perpsectiva estudadas
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Figura 56: Desenho do corredor da escola: antes da aula sobre perspectiva (acima) e apo´s a aula
(abaixo).
O segundo desenho apresenta grandes diferenc¸as em relac¸a˜o ao primeiro, com o uso
das te´cnicas de perspectiva o aluno determinou a linha do horizonte e o ponto de vista e, na
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intersecc¸a˜o destes dois elementos, posicionou o ponto de fuga, a partir do qual trac¸ou as linhas
de fuga. Estes elementos podem ser visualizados na Figura 57.
Figura 57: Desenho do corredor com elementos de perspectiva.
E´ interessante notar que as lumina´rias no teto do corredor tambe´m foram desenhadas
em perspectiva, ou seja, as mais pro´ximas do observador esta˜o maiores que as mais distantes.
Para alguns alunos o primeiro desenho do corredor foi produzido com muitos detalhes,
como pode ser visualizado na Figura 58. Entretanto, estes alunos abandonaram os detalhes
no segundo desenho, pois, segundo eles, o mais importante eram as te´cnicas de perspectiva
aplicadas ao desenho.
Outros alunos, apesar de aplicar corretamente as te´cnicas ensinadas, preservaram a
riqueza de detalhes em seus desenhos, como na Figura 59. O aluno que o produziu disse que
havia ficado mais fa´cil desenhar os detalhes porque o desenho havia ficado mais real do que na
primeira vez.
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Figura 58: Desenho do corredor: antes da aula de perspectiva e com riqueza de detalhes (acima) e
sem os detalhes (abaixo).
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Figura 59: Desenho do corredor: antes da aula de perspectiva e com poucos detalhes (acima) e
com riqueza de detalhes (abaixo).
Na Figura 60 observa-se um caso que representa os 35% dos desenhos dos alunos que
na˜o utilizaram todas as informac¸o˜es da te´cnica para realiza´-los.
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Figura 60: Tentativa de representar o corredor da escola em perspectiva.
Nos desenhos observa-se que o aluno na˜o utilizou re´gua, ou utilizou-a parcialmente.
Os mesmos detalhes esta˜o representados nos dois desenhos. O primeiro desenho e´ uma simples
planificac¸a˜o, como nos casos anteriores. Entretanto, ale´m de na˜o usar re´gua, conforme solicitado,
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o segundo desenho apresenta alguns elementos inclinados como latas de lixo e o vaso com flores,
sendo que as linhas que formam o piso na˜o seguem as linhas de fuga. Equı´vocos como estes
determinaram a classificac¸a˜o dos desenhos nos quais ha´ alguns elementos de perspectiva, mas a
sua execuc¸a˜o na˜o foi totalmente adequada.
4.2.3 ANA´LISE DA ATIVIDADE COM OS BLOCOS LO´GICOS
A atividade com blocos lo´gicos foi, sem du´vida, a atividade na qual os alunos de-
monstraram maiores dificuldades, como trabalhar em equipe e compreender a autonomia dada
para desenvolver a atividade, necessitando de algumas intervenc¸o˜es do professor. De fato, os
objetivos desta atividade eram a cooperac¸a˜o em equipe e que cada aluno percebe-se que, mesmo
desenhando um objeto igual ao do colega, o resultado final poderia ser diferente, pois cada
integrante da equipe veria o objeto de um ponto de vista diferente. Para produzir o efeito de
perspectiva desejado, cada aluno deveria escolher, de maneira conveniente, a localizac¸a˜o do
ponto de fuga.
Na Figura 61 pode-se visualizar um quadro contendo dois desenhos de cada grupo, que
representam as produc¸o˜es dos alunos.
O primeiro desenho do Grupo 1 retrata muito bem o objeto montado, onde e´ possı´vel
observar o ponto de fuga localizado na parte superior central do desenho e percebe-se que o autor
se preocupou em representar a noc¸a˜o de profundidade do objeto atrave´s das cores, reforc¸ando
assim a ideia de tridimensionalidade no desenho. No segundo desenho do mesmo grupo percebe-
se que na˜o ha´ uma boa noc¸a˜o de escala entre o desenho e o objeto real, quando comparado com
o desenho anterior. Ale´m disso, na tentativa de implementar os elementos de perspectiva, o
autor acabou seccionando de forma equivocada as linhas de fuga e o desenho parece totalmente
plano, com vista frontal, que na˜o corresponde a` posic¸a˜o do aluno em relac¸a˜o ao objeto durante a
realizac¸a˜o da atividade.
No Grupo 2, o primeiro desenho, apesar do aluno na˜o ter usado re´gua em algumas linhas
e de na˜o ter trac¸ado as linhas de fuga coerentemente na parte inferior do desenho, apresenta um
bom efeito tridimensional. Ja´ no segundo desenho, o autor teve dificuldade em posicionar o
ponto de vista.
Quanto ao Grupo 3, o primeiro desenho apresenta corretamente a perspectiva, levando
em considerac¸a˜o que o ponto de fuga deveria estar localizado no canto superior esquerdo do
desenho, entretanto, o ponto de fuga foi incorretamente posicionado no lado direito. Quando
questionado, o aluno disse que havia apagado o ponto e as linhas de fuga e voltou a inserı´-las
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posteriormente. O segundo desenho apresenta a vista frontal do objeto, totalmente plano, na˜o
correspondendo ao ponto de vista do autor durante a execuc¸a˜o do desenho.
No Grupo 4, apesar de algumas inconsisteˆncias na base do primeiro desenho, representa
uma das melhores elaborac¸o˜es de perspectiva produzidas nesta atividade, com todos os elementos
de perspectiva utilizados da forma correta e a posic¸a˜o do ponto de fuga correspondendo fielmente
a` posic¸a˜o do observador. Apenas faltaram duas linhas de fuga no canto inferior esquerdo do
desenho. Ja´ o segundo desenho deste grupo apresenta uma simples imagem planificada do objeto,
sem conexa˜o com a real posic¸a˜o do observador durante a atividade.
No trabalho do Grupo 5, o primeiro desenho, apesar de representar uma perspectiva bem
estruturada, na˜o corresponde ao objeto montado pela equipe, trata-se de uma co´pia do desenho
de outra equipe, ignorando assim todas as orientac¸o˜es do professor, talvez por ter sido o grupo
que mais apresentou dificuldades durante a atividade, sendo que nenhum integrante conseguiu
construir a perspectiva do objeto desenhado.
O autor do primeiro desenho do Grupo 6 conseguiu representar bem o objeto montado
com seu ponto de vista, posicionando corretamente o ponto de fuga. No segundo desenho do
mesmo grupo, o autor parece na˜o ter utilizado re´gua e o ponto e as linhas de fuga foram inseridos
posteriormente, ou seja, a tentativa de construc¸a˜o do efeito tridimensional na˜o foi baseada nos
elementos de perspectiva.
De maneira geral constatou-se que, apesar das dificuldades apresentadas pelos alunos
durante a atividade, a mesma foi de grande utilidade, pois proporcionou aos alunos a possibilidade
de trabalho em equipe e de desenvolver a autonomia. Ale´m disso, a atividade pode ser considerada
eficaz, sendo que ela foi realizada antes das Atividades de Averiguac¸a˜o de Aprendizagem —
o segundo desenho do cubo e do corredor — e estas atividades renderam bons resultados,
certamente tambe´m em decorreˆncia da pra´tica acumulada pelos alunos na atividade com os
blocos lo´gicos.
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Figura 61: Selec¸a˜o de desenhos produzidos na atividade com blocos lo´gicos.
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4.3 QUESTIONA´RIO APLICADO
Apo´s o te´rmino da oficina foi aplicado um questiona´rio (Anexo A) com o objetivo
de contribuir na ana´lise da utilidade e efica´cia das atividades realizadas. No total 28 alunos
responderam ao questiona´rio.
4.3.1 ANA´LISE DOS RESULTADOS DO QUESTIONA´RIO APLICADO
No questiona´rio aplicado pode-se observar que mais de 85% dos alunos nunca haviam
aprendido algo sobre perspectiva na escola e 75% tambe´m na˜o tiveram contato com o assunto
fora da escola. Aqueles que ja´ haviam estudado o tema na escola, o fizeram na disciplina de
Matema´tica nos dois anos anteriores. Ja´ entre os alunos que aprenderam perspectiva fora do
ambiente escolar, 11% utilizaram revistas ou internet e 14% tiveram ajuda dos familiares.
Durante o transcorrer das atividades foi possı´vel verificar que, mesmo aqueles alunos
que afirmaram ja´ conhecer algo sobre perspectiva tinham dificuldades semelhantes aos demais
que afirmaram nunca terem estudado sobre o tema. Tambe´m foi possı´vel observar atrave´s dos
relatos que, na maioria, os alunos na˜o conseguiam associar desenho a` Matema´tica. Esta visa˜o foi
alterada ao te´rmino das atividades, sendo possı´vel, neste momento, ouvir comenta´rios de que
realmente “ha´ Matema´tica em tudo”, ou enta˜o, “na˜o imaginei que ate´ no desenho se utilizasse
Matema´tica”.
Sobre a efica´cia da oficina, a pesquisa revelou que mais de 78% dos alunos afirmaram
que as aulas teo´ricas contribuı´ram muito, e aproximadamente 68% tiveram a mesma opinia˜o
sobre as aulas pra´ticas (atividade de grupo), o que confirma as dificuldades do trabalho em
equipe. Para 15% dos alunos a atividade pra´tica em grupo contribuiu pouco ou nada na melhora
do desenho.
Quando questionados se gostariam de continuar estudando o tema, 89% dos alunos
responderam que gostariam de estudar mais sobre essa geometria, o que ja´ era evidente diante da
empolgac¸a˜o crescente dos alunos a` medida que as atividades eram desenvolvidas.
No Anexo B encontra-se uma tabela com os dados coletados no questiona´rio.
4.3.2 RESPOSTAS DOS ALUNOS E SUAS SIMILARIDADES, DESTAQUES E CURIOSI-
DADES
A u´ltima pergunta do questiona´rio “Voceˆ gostaria de continuar estudando mais sobre
este tipo de geometria? Por queˆ?” foi aberta, possibilitando aos alunos expressarem suas opinio˜es.
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Em termos gerais, a resposta mais frequente pode ser expressa pela seguinte afirmac¸a˜o de um
aluno: “Sim. Porque e´ legal e voceˆ aprende a desenhar melhor”. Esta resposta representa bem o
que mais motivou os alunos durante as aulas: a possibilidade de desenhar melhor. Para eles, saber
desenhar e´ muito importante. Durante a execuc¸a˜o dos desenhos eram frequentes as comparac¸o˜es
com as produc¸o˜es dos colegas. Quando surgia um desenho melhor, logo era cercado pelos demais
alunos e admirado por todos.
Uma comparac¸a˜o feita pelos alunos ocorreu entre os desenhos produzidos durante as
atividades diagno´sticas e aqueles produzidos durante as atividades de averiguac¸a˜o. Um aluno
respondeu a u´ltima questa˜o da seguinte maneira: “Sim, porque mostra como no´s podemos
desenhar na segunda vez e mostra se melhoramos ou na˜o”. De fato, a possibilidade de comparar
o antes e o depois foi um fator motivacional aos alunos.
Os treˆs alunos que responderam na˜o querer mais estudar sobre o tema afirmaram que
queriam estudar outros conteu´dos, pois ja´ bastava do mesmo. Pore´m, estes mesmos alunos,
durante as aulas, realizaram todas as atividades com afinco.
Durante as aulas, os alunos expressavam o seu interesse pelo assunto e, frequentemente,
faziam correlac¸o˜es entre o que estava sendo estudado em sala com fatos e situac¸o˜es vivenciados
fora da escola. Em resposta a` u´ltima pergunta do questiona´rio, um aluno afirmou que e´ inte-
ressante estudar este assunto por que “voceˆ na˜o precisa usar so´ para a escola”. Resposta esta
que corrobora a ideia de que estudar desenho e´ algo u´til a` crianc¸a, pois seu espac¸o geome´trico e´
aquele percebido ao seu redor e representado atrave´s do desenho (BRASIL, 1997, p. 81).
Um dos alunos que demonstrou ja´ conhecer algumas te´cnicas de perspectiva, pois havia
estudado e praticado por meio de revistas, afirmou que os elementos geome´tricos ensinados nas
aulas, principalmente as linhas de fuga, foram importantes para seu aprendizado. Apesar de
conseguir fazer desenhos em perspectiva a` ma˜o livre, este aluno em particular apresentou uma
se´rie de dificuldades para associar a teoria aprendida a` execuc¸a˜o dos desenhos.
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5 CONSIDERAC¸O˜ES FINAIS
Pelas PCNs, a Geometria Projetiva pode fazer parte dos currı´culos da disciplina de
Matema´tica: nos nı´veis inicias, empregando conceitos ba´sicos, como o ponto de fuga, para
produzir efeitos de tridimensionalidade; no Ensino Me´dio, na abordagem de coˆnicas e suas
projec¸o˜es.
Mesmo sendo um tema importante e de grande potencial de aplicabilidade a` Educac¸a˜o
Ba´sica, pouco material sobre o assunto ou para aplicac¸a˜o poˆde ser encontrado. Apesar de um
nu´mero maior de refereˆncias, mesmo o ensino da Geometria Plana, em alguns casos, e´ relegado
ao segundo plano. No caso da Geometria Projetiva, o conteu´do na˜o costuma fazer parte dos
currı´culos acadeˆmicos para formac¸a˜o de professores de Matema´tica, contudo, alguns trabalhos
tem mostrado preocupac¸a˜o com o assunto, como Goncalves (2013) e Chaves (2013).
Buscando contribuir para a mudanc¸a deste panorama, o terceiro capı´tulo do trabalho
apresenta ilustrac¸o˜es que permitem uma compreensa˜o do tema por professores atuantes na
Educac¸a˜o Ba´sica. A visualizac¸a˜o gra´fica de axiomas, definic¸o˜es e teoremas, com algumas
demonstrac¸o˜es e indicac¸a˜o de outras, permite sua imediata vinculac¸a˜o com a aplicac¸a˜o em sala
de aula, o que possibilita ao professor leitor idealizar aplicac¸o˜es dida´ticas enquanto se apropria
dos novos conhecimentos ou mesmo relembra e aprofunda os que ja´ possui.
O fato do tema “perspectiva” na˜o fazer parte, de forma explı´cita, dos conteu´dos pro-
grama´ticos normalmente estabelecidos para a disciplina de Matema´tica na Educac¸a˜o Ba´sica,
gerou alguns questionamentos sobre a oficina aplicada, pois geralmente o tema e´ trabalhado na
disciplina de Artes. Pore´m, o enfoque dado mudou as opinio˜es iniciais. As diretrizes curricu-
lares de estados e municı´pios trazem, em algum momento, o tema “representac¸a˜o de so´lidos
geome´tricos ou afins”. Com isto, a inclusa˜o das noc¸o˜es de Geometria Projetiva na disciplina de
Matema´tica e´ uma possibilidade que deve ser pensada.
O estudo comparativo entre os desenhos produzidos pelos alunos, antes e depois das
aulas teo´ricas sobre o assunto, mostrou o avanc¸o da grande maioria deles, que passaram a
estruturar previamente seus desenhos atrave´s das te´cnicas vistas. Posteriormente, nas aulas sobre
“ca´lculo de a´rea e volume” a compreensa˜o das figuras planas e do paralelepı´pedo foi imediata,
sendo relacionada por eles com o estudo na oficina.
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Baseado no progresso que os alunos apresentaram na oficina, um trabalho semelhante
foi realizado, de forma adaptada, em uma turma do 8° ano do Ensino Fundamental, sendo que
os resultados obtidos foram ainda mais positivos. A estruturac¸a˜o dos desenhos atrave´s dos
elementos de perspectiva foi perfeita em alguns casos. Os alunos ja´ haviam estudado sobre
perspectiva na disciplina de Artes, entretanto, a turma foi unaˆnime ao afirmar que o enfoque
matema´tico dado ao tema tornou as ideias muito mais claras. Como resultado, um painel com os
trabalhos dos alunos sera´ apresentado na Feira Municipal de Matema´tica de Jaragua´ do Sul/SC.
87
REFEREˆNCIAS
ALMEIDA, F. R. T. de. Notas para as aulas de geometria projetiva e desenho. [s.n.], Sa˜o Paulo
(USP), 2007. Disponı´vel em: <http://www.ime.usp.br/ rui/form3.pdf>. Acesso em: 21 jul. 2014.
ANTUNES, M. C. Uma possı´vel inserc¸a˜o das geometrias na˜o-euclidianas no en-
sino me´dio. 54 p. Dissertac¸a˜o (Licenciatura em Matema´tica) — Faculdade de
Educac¸a˜o, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 2009. Disponı´vel em:
<http://www.lume.ufrgs.br/bitstream/handle/10183/18218/000728046.pdf?sequence=1>.
Acesso em: 25 jul. 2014.
AUFFINGER, A. C. T. de C.; VALENTIM, F. J. da S. Introduc¸a˜o a` geometria projetiva. 5. ed.
Vito´ra: UFES, 2003. Disponı´vel em: <http://www.dma.ufv.br/downloads/MAT\20350/2012-
I/Texto6\20- \20MAT\20350\20-\20212-I.pdf>.
BRASIL. Paraˆmetros curriculares nacionais: 1ª a 4ª se´ries. Brası´lia: MEC/SEF, 1997. Dis-
ponı´vel em: <http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/livro03.pdf>. Acesso em: 07 jul. 2014.
BRASIL. Paraˆmetros curriculares nacionais: terceiro e quarto ciclos do en-
sino fundamental - matema´tica. Brası´lia: MEC/SEF, 1998. Disponı´vel em:
<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/matematica.pdf>. Acesso em: 17 jul. 2015.
BRASIL. Orientac¸o˜es educacionais complementares aos paraˆmetros cur-
riculares nacionais do ensino me´dio: cieˆncias da natureza, matema´tica
e suas tecnologias. Brası´lia: MEC/SEMTEC, 2002. Disponı´vel em:
<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/CienciasNatureza.pdf>. Acesso em: 07 jul.
2014.
CARMO, M. P. do. Geometrias na˜o-euclidianas. Matema´tica universita´ria, Rio de Janeiro,
n. 6, p. 25–48, 1987.
CASTRO, R. B. de. To´picos da geometria projetiva. 94 p. Dissertac¸a˜o (Mes-
trado) — Universidade estadual Paulista ”Ju´lio de Mesquita Filho”, 2012. Disponı´vel
em: <http://base.repositorio.unesp.br/bitstream/handle/11449/94354/castro rb me rcla.pdf?
sequence=1>. Acesso em: 09 mai. 2015.
CHAVES, J. J. F. Teorema de Pappus. 77 p. Dissertac¸a˜o (Mestrado) —
Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro, 2013. Disponı´vel em:
<http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/bitstream/handle/123456789/379/2011 00247 JOAO
JORGE FERNANDES CHAVES.pdf?sequence=1>. Acesso em: 13 jun. 2015.
COMMANDINO, F. Euclides: elementos de geometria. 1. ed. Sa˜o Paulo: Edic¸o˜es Cultura,
1944.
CORREIA, M. C. L. F. Diferentes Abordagens ao Estudo das Co´nicas.
118 p. Dissertac¸a˜o (Mestrado) — Universidade do Porto, 2013. Disponı´vel
em: <https://www.google.com.br/url?sa=trct=jq=esrc=ssource=webcd=1cad=rjauac
88
t=8ved=0CB4QFjAAahUKEwjWz ymsY GAhVBGIwKHbmpANMurl=http%3A%2F%2Fsigar
ra.up.pt%2Ffcup%2Fpt%2Fpubls pesquisa.show publ file%3Fpct gdoc id%3D35518ei=UY5
9VZbjLsGwsAS504KYDQusg=AFQjCNEPbygBJd2VHNviUkPKT751dsKX1wbvm=bv.95515
949,d.cWc>. Acesso em: 14 jun. 2015.
COURANT, R.; ROBBINS, H. O que e´ matema´tica?:uma abordagem elementar de me´todos
e conceitos. 1. ed. Rio de Janeiro: Moderna, 2000.
COUTINHO, L. Convite a`s geometrias na˜o-euclidianas. 1. ed. Rio de Janeiro: Intercieˆncia,
2001.
COXETER, H. S. M. Projective Geometry. 2. ed. Toronto: Sringer, 1974.
COXETER, H. S. M.; GREITZER, S. L. Geometry Revisited. 1. ed. Washington D.C.: The
Mathematical Association of America, 1967.
DESENHO, P. W. de. Geometria descritiva - generalidade. 2015. Disponı´vel em:
<http://det.ufc.br/desenho/?pageid = 86¿.Acessoem : 17 jul.2015.
FARIA, R. M. A. Interpretac¸a˜o Geome´trica dos Problemas Cla´ssicos de Desargues, Fag-
nano e Malfatti. 116 p. Dissertac¸a˜o (Mestrado) — Universidade dos Ac¸ores, 2013. Disponı´vel
em: <https://repositorio.uac.pt/bitstream/10400.3/2769/1/DissertMestradoRaquelMariaAlmeida
Faria2013.pdf>. Acesso em: 07 jun. 2015.
FERREIRA, E. N. Geometria descritiva. 1. ed. Palmas: UFT, 2013.
GONCALVES, T. da S. Uma Introduc¸a˜o a` Geometria Projetiva para o Ensino Fundamental.
149 p. Dissertac¸a˜o (Mestrado) — Universidade Federal do Rio Grande, 2013. Disponı´vel em:
<http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/handle/123456789/851>. Acesso em: 27 jun. 2015.
HARTSHORNE, R. Foundations of projective geometry. 1. ed. New York: W. A. Benjamin,
1967.
HEFEZ, A. Uma introduc¸a˜o a histo´ria da geometria projetiva. 1. ed. Rio de janeiro: SBM,
1985. Disponı´vel em: <https://pt.scribd.com/doc/47075149/03-03-Uma-Introducao-a-Historia-
da-Geometria -Projetiva-Abramo-Hefez>. Acesso em: 07 mar. 2015.
HEFEZ, A.; FERNANDEZ, C. S. Introduc¸a˜o a` A´lgebra. 1. ed. Rio de Janeiro: Sociedade
Brasileira de Matema´tica, 2012.
HILBERT, D. The Foundations of Geometry. Reprint. La Salle: The Open Court Publishing
Company, 1950.
JUVENIL, A. [s.n.], 2015. Disponı´vel em: <http://www.sobrearte.com.br/>. Acesso em: 21 abr.
2015.
LUZ, B. I. L. Pythagorean tree. 2015. Disponı´vel em:
<http://blog.educastur.es/laluzbilingual2/2012/03/22/pythagorean-tree/>. Acesso em:
17 jul. 2015.
NUNES, R. S. R. Geometria fractal e aplicac¸o˜es. 78 p. Dissertac¸a˜o (Mes-
trado) — Faculdade de Cieˆncias, Universidade do Porto, 2006. Disponı´vel em:
<http://www.fc.up.pt/pessoas/jfalves/Teses/Raquel.pdf>. Acesso em: 25 jul. 2014.
89
PARANA. Diretrizes curriculares da educac¸a˜o ba´sica: matema´tica. Curitiba: SEED/PR,
2008.
RABELLO, P. S. B. Geometria descritiva ba´sica. 1. ed. Rio de Janeiro: UERJ, 2005.
RIBEIRO, G. da Natividade Baptista da Silva Martins de A. Teoremas cla´ssicos sobre co´nicas
projetivas. 116 p. Dissertac¸a˜o (Mestrado) — Universidade do Minho, 2012. Disponı´vel em:
<http://repositorium.sdum.uminho.pt/bitstream/1822/22995/1/tese%20Gerarda%20Ribeiro.pdf>.
Acesso em: 06 jun. 2015.
ROHWEDDER, L. H. Triangles (spherical geometry). 2007. Disponı´vel em:
<https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Triangles (sphericalgeometry). jpg#/media/File :
Triangles (spherical geometry). jpg¿.Acessoem : 17 jul.2015.
SANTOS, M. M.; GUEDES, N. L. da S. A teoria da perspectiva fundamen-
tada pela geometria projetiva. Graphica, Curitiba (UFPR), 2007. Disponı´vel em:
<http://www.degraf.ufpr.br/artigos graphica/A%20TEORIA%20DA%20PERSPECTIVA%20
FUNDAMENTADA%20PELA%20GEOMETRIA%20PROJETIV.pdf>. Acesso em: 21 jul.
2014.
SEARA. [s.n.], 2013. Disponı´vel em: <http://www.seara.ufc.br/donafifi/hiperbolica/>. Acesso
em: 21 abr. 2015.
SEARA, H. F. Noc¸o˜es de geometria projetiva na formac¸a˜o de professores. CINFE –
Congresso Internacional de Filosofia e Educac¸a˜o, Caxias do Sul, 2010. Disponı´vel
em: <http://www.ucs.br/ucs/tplcinfe/eventos/cinfe/artigos/artigos/arquivos/eixo tem
atico5/Nocoes%20de%20Geometria%20Projetiva%20na%20Formacao%20de%20Professores.
pdf>. Acesso em: 25 jul. 2014.
SIENICKI, T. 08 tory railtrack ubt. Wikipedia, 2002. Disponı´vel em:
<http://commons.wikimedia.org/wiki/Railroad#mediaviewer/File:08 tory railtrack ubt.jpeg>.
Acesso em: 13 ago. 2014.
SORIGUEROLA, M. de. A taula de sant miquel. Histo´ria, ima-
gem e narrativas, Rio de Janeiro, n. 2, 2006. Disponı´vel em:
<http://www.historiaimagem.com.br/edicao2abril2006/taulasantmiquel.pdf>. Acesso
em: 21 abr. 2015.
VINCI, L. D. A U´ltima ceia. Wikipedia, 2014. Disponı´vel em:
<http://pt.wikipedia.org/wiki/A %C3%9Altima Ceia %28Leonardo da Vinci%29#/ me-
dia/File:Leonardo da Vinci (1452-1519) – The Last Supper (1495-1498).jpg>. Acesso em: 21
abr. 2015.
WATERMANN, I.; FRANCO, V. S. Geometria projetiva no laborato´rio de ensino de matema´tica.
O professor PDE e os desafios da escola pu´blica paranaense, Maringa´, v. 2, 2008. Disponı´vel
em: <http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/pde/arquivos/2192-8.pdf>. Acesso em: 07
jul. 2014.
WOLFE, H. Introduction to non-euclidean geometry. 1. ed. New York: [s.n], 1945.
90
WU, S.-T. Notas para as aulas de introduc¸a˜o a` modelagem
de so´lidos. [s.n.], Campinas (UNICAMP), 2006. Disponı´vel em:
<http://www.dca.fee.unicamp.br/courses/IA841/2s2006/notas/cap4.pdf>. Acesso em:
21 jul. 2014.
YOKOYAMA, L. A. Matema´tica e arte: Perspectiva, um passeio histo´rico, artı´stico
e teo´rico atrave´s da geometria dinaˆmica. Rio de Janeiro, 2000. Disponı´vel em:
<http://www.leoakio.com/wa files/dissertacao 20adaptada 20mestrado leo 20akio 20
yokoyama.pdf>. Acesso em: 06 jun. 2015.
ZUIN, E. de S. L. Paraˆmetros curriculares nacionais de matema´tica para o 3º
e 4º ciclos do ensino fundamental e o ensino das construc¸o˜es geome´tricas, en-
tre outras considerac¸o˜es. Reunia˜o ANPED, Caxambu, v. 25, 2002. Disponı´vel em:
<http://webcache.googleusercontent.com/search?q=cache:EyVbLzFXMKEJ:25reuniao.anped.
org.br/excedentes25/elenicezuint19.rtf+cd=1hl=pt-BRct=clnkgl=br>. Acesso em: 07 jul. 2014.
91
ANEXO A -- QUESTIONA´RIO
 
QUESTIONÁRIO SOBRE AULAS DE GEOMETRIA PROJETIVA – 6º ANO 02 
MATEMÁTICA – PROF. ELVIS SCHMIDT 
 
   1) Você já havia aprendido algo sobre perspectiva na escola? 
 Não     Sim 
    Em qual ano? ____________________________________________ 
    Em qual disciplina? _______________________________________ 
 
   2) Você já havia aprendido algo sobre perspectiva fora da escola? 
 Não    Sim    
   Onde? ______________________________________________________ 
 
   3) As aulas teóricas (explicação do professor com projeção de imagens) sobre Geometria 
       Projetiva contribuíram para você melhorar o desenho na segunda tentativa? 
      Não contribuiu em nada  Contribuiu pouco  Contribuiu razoavelmente  Contribuiu muito 
 
   4) As aulas práticas (montagem dos blocos e desenhos em grupo) sobre Geometria Projetiva contribuíram  
       para você melhorar o desenho na segunda tentativa? 
       Não contribuiu em nada  Contribuiu pouco  Contribuiu razoavelmente  Contribuiu muito 
 
   5) Você gostaria de continuar estudando mais sobre este tipo de geometria? Por quê? 
        __________________________________________________________________________________ 
        __________________________________________________________________________________ 
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ANEXO B -- DADOS COLETADOS
QUESTIONÁRIO SOBRE AULAS DE GEOMETRIA PROJETIVA 
Você já havia aprendido algo sobre 
perspetiva? 
Não Sim Quando? 
24 4 4º, 5º, 6º anos 
85,70% 14,30% Disciplina de matemática 
  
Você já havia aprendido algo sobre 
perspectiva fora da escola? 
Não Sim Onde? 
21 7 Revistas: 2 (7%) 
75% 25% 
Internet: 1 (3,5%) 
Em casa com parentes: 4 (14,5%) 
  
As aulas teóricas contribuíram na 
melhora do desenho? 
Muito Rozoavelmente 
22 6 
78,50% 21,50% 
  
As aulas práticas (em grupo) 
contribuíram na melhora do desenho? 
Muito Rozoavelmente Pouco Nada 
19 5 2 2 
68% 18% 7% 7% 
  
Você gostaria de estudar mais sobre 
este tipo de geometria? 
Sim Não 
25 3 
89% 11% 
